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RESUMEN

En el presente trabajo analizamos como influye genéticamente una pobla-
cion estable de plantas Y sobre otra poblaciéon X de la misma especie, ambas
infinitas. Dicha influencia se explica al suponer que la poblacién Y es portadora
de gametos masculinos para la poblaciéon X. Ambas poblaciones son diploides y
estudiamos un sélo gen con alelos A y a, de modo que los cigotos asociados son
AA, Aa y aa. En consecuencia, X y Y se representaron por ternas de nimeros
reales, X = (zg,21,22) ¥ Y = (yo,¥1,¥2), con coordenadas no negativas que
suman 1, que a su vez indican los porcentajes de los distintos genotipos en la
poblacion.

Estudiamos dos casos: El primero no incluyé mas parametros que las coor-
denadas del punto Y = (yo, 91, y2)- El segundo incluyé pardmetros asociados a
la aptitud de los nuevos descendientes y al porcentaje de la poblacién X que se
cruza consigo misma, teniendo por caso extremo la autofecundacion.

Observemos que al trabajar sobre el plano proyectivo P2, ver [6], cualquier
punto suyo con coordenadas no negativas representa una poblacién biolégica.
Para aprovechar la simplicidad matemdtica, trabajamos sobre PZ e hicimos las
siguientes identificaciones: Y = [yg : y1 : y2] ¥y X = [x0 : @1 : 2]

Para conocer cémo evoluciona la poblacion X bajo su interaccién con la
poblacién Y en sucesivas generaciones, en cada caso, definimos un mapeo racional

2 2
]PR - ]PR7

que produce la siguiente generacion. Estas aplicaciones racionales constituyen
los “modelos” para ambos fenémenos.

Fue imprescindible conocer los puntos fijos y fundamentales de dichas fun-
ciones. Las poblaciones estables corresponden a puntos fijos.

Luego de analizar el primer caso bajo cierta aplicacién racional gAIl, obtuvi-
mos un dnico punto fundamental e12 sin relevancia bioldgica, y dos punto fijos
¢, &; donde sdlo € representa una poblacién biolégica. A esta tltima converge X .
Al trabajar en A3 sobre el plano

PL:V($0+$1+1‘2—1)§A%,

deducimos que después de cada generacidn, la poblacién actual avanza 1/4 de
la distancia euclideana que la separa de &.

1 las aplicaciones racionales que introduzcamos en este resumen serédn explicadas en la
seccién de “CONSTRUCCION DE MODELOS”.

2 los puntos fundamentales y los puntos fijos de las aplicaciones racionales aqui expuestos
los definiremos en la seccién de “RESULTADOS”.



Resumen A

El segundo caso también se analiz6 a través de una aplicacion racional 1, de
donde se obtuvo un unico punto fundamental B y un unico punto fijo 9 al que
converge X.



ABSTRACT

In the current thesis, we show how a stable population Y acts on a popu-
lation X, both assumed infinite. For this purpose, we suppose that population
Y provides population X with male gametes. Both populations are diploid and
we study just one gene with alleles A and a; so the corresponding genotypes are
AA, Aa and aa. It is possible to set these populations by triples of nonegative
real numbers that sum 1. We did that and set X = (2o, z1,22), Y = (yo,¥1,Y2);
so coordinates are percentages of genotypes of the population.

We gain advantage by thinking of populations as points of the projective
plane P2, see [6], so we have X = [zg : x1 : 2] and Y = [yo : ¥1 : y2).

We analyse two cases: the first one includes as parameters only the coordi-
nates of population Y. The second one also includes as parameters, fitness of
descendents and percentages of individuals resulting from outcrossing (between
individuals from X and Y') and inbreeding.

We construct models in both cases. In fact, what we produce as models
rational maps of the projective plane, that produce the next generation. The
first case is modeled by the rational map

¢ :Pj — P38

which has two fixed points (only of them of biological interest) and excludes
just one point from the domain. The biological fixed point of ¢ is an attractor
of

P2\ H,
where H = V(x9+x1+22—1). In this case, we also deduce the rate of convergence
of the generic point X, interpreted as a point of

HZV($0+$1+$2—1)§AD2Q,

inside A3.
The second case is modeled by the rational map

Y PE — P,

which has one fixed point of biological relevance and also excludes one point
from its domain. As simulations showed, the fixed point of 1) is an attractor of
the generic point X.

3 The ra:cional maps introduced in this abstract will be explained in the section “CON-
STRUCCION DE MODELOS”.
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INTRODUCCION

Un &algebra genética es un R-dlgebra Z con base {ay,...,a,}, cuyos ele-
mentos son los distintos alelos en un gen o bien los distintos genotipos asociados,
que se multiplican como a continuacion se indica:

aia; =3 k1 VijkCh,
tal que 0 < 755 < 1 para todo 4, j,k y tal que

D k=1 Yijk =1

parai,j =1,...,n.

En este caso, el escalar v;;;, representa la probabilidad de que en la siguiente
generacion el elemento ay, se herede. A dicho ntimero 7;;;, también lo llamaremos
k-ésima coordenada de a;aj, y a la sucesion (vij1,---,7Vijn), vector de coorde-
nadas de a;a;.

Un elemento X € Z representa una poblacion, si su expresién como combi-
nacién lineal de los elementos de Z

X =zpa1+ - +Tp_1a,

satisaface 0 < z;_ 1 < 1 paratodo! =1,...,n;y Zle x;_1 = 1. Por lo tanto
x1—1 representa el porcentaje del alelo (genotipo) a; dentro de la poblacién, y
en consecuencia X se puede identificar con el punto [xg : -+ : z,_] € PRt

Ahora definiremos matrices que nos indiquen cémo se cruza un elemento
bésico de Z con dicha poblacién. Para esto, fijemos ¢ € {1,---,n} y dispongamos
los n vectores de coordenadas de a;aj;, para j € {1,---,n}, como los renglones
de una matriz cuadrada n x n. A dicha matriz la denotamos por A;.

Fijemos nuevamente el indice i. Ya que A; indica cémo se cruza el alelo
(genotipo) a; con la poblacion X = xga; + .. + p_1a,; ¥y ya que x;—1 indica
su porcentaje en relacién con los otros alelos (genotipos), el producto matricial
(zo,- -, xn—1)(wi—14;) representa una componente de la siguiente generacién.
Como el indice i es arbitrario, la matriz

U, = zn:ffifu‘li =
i=1

es la matriz de cruzamiento de la poblacién X, ver [13].
Dependiendo de que la poblacién X se cruce consigo misma o que se cruce
con la poblacién Y = ypai + -+ + Yn—1an, se deben considerar los productos

Y111T0o + * F Vn11Tn—1 0 V11nZ0o 0 T+ YninTn-—1

Y1in1To +---+ Tnn1lTn—-1 - YinnTo + -+ TYnnnTn—1
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matriciales (zg,---,zn,—1)U,; 0 bien (yo,---,yn—1)Us, para obtener la siguien-
te generacién. Siendo X e Y poblaciones genéricas, se inducen los mapeos
racionales ¢y, o : PRt — PR~ dados por ¢1(X) = (29, -+, 2n_1)U, y por
QDQ(X) = (y07 T 7yn—1)Ux~



PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Sea Z el R-espacio vectorial de dimensién 3 con base {AA, Aa, aa}, cuyos e-
lementos son los genotipos de una poblacién diploide de plantas. Cada poblacién
de Z la representaremos por un punto del plano proyectivo.

Analizaremos dos poblaciones

X:[xoleth],Y:[yO:yl:yg]E]P’D%

que se distinguen por lo siguiente: la poblacién Y provée de gametos masculinos
a la poblaciéon X, mas no reciprocamente. Asimismo, la poblacién Y se supone
estable y también se supone que siempre viaja la misma cantidad de granos de
polen, en las mismas proporciones de haplotipos.

El objetivo es construir dos mdédelos matematicos que indiquen cémo inter-
actian las poblaciones X y Y, bajo dos condiciones distintas:

1. La poblacién X sélo aporta gametos femeninos, lo que significa que es
fecundada completamente por gametos masculinos de la poblacién Y.

2. Un porcentaje r de la poblaciéon X es fecundada por granos de polen prove-
nientes de la poblacién Y, mientras que el resto, 1 — r, se reproduce con
nativos (ahora s se supone que la poblacién X aporta gametos masculinos
y femeninos). Asimismo se consideran los siguientes pardmetros:

s: porcentaje de individuos, del sector de la poblacion X que se cruza
con nativos, que se reproducen por autofecundacién. Es decir, s(1 — r)
indica el porcentaje de individuos de la poblacién X que se reproducen
por autofecundacién. Suponemos 0 < s < 1.

v: aptitud “relativa”® de descendientes que provienen del cruzamiento en-
tre individuos de la poblacién X e individuos de la poblacién Y'; indica la
fertilidad de dichos individuos en relacion a los otros descendientes.

Si no hubiéramos estandarizado a 1 la aptitud de los descendientes que
provienen de fecundacién cruzada entre nativos de la poblaciéon X, la
aptitud v habria sido el cociente del ntimero de descendientes fértiles

4 Aunque aparentemente no se ha considerado la aptitud de los descendientes que provienen
de fecundacién cruzada entre nativos de la poblacién X, la hemos estandarizado a 1 para
entender si los deméds descendientes tienen ventajas ecoldgicas respecto a estos tultimos. Por
ejemplo, si v > 1, entonces los descendientes que procenden de fecundacién entre inividuos
de X e individuos de Y son maés fértiles que los descendientes que provienen de fecundacién
entre nativos de la poblacién X.
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que provienen de fecundacién entre individuos de la poblacién X e in-
dividuos de la poblacién Y sobre el nimero total de descendientes que
provienen de fecundacién entre individuos de la poblacién X e individuos
de la poblacién Y. Asi, al estandarizar a 1 la aptitud de los descendientes
que provienen de fecundacién cruzada entre nativos de la poblaciéon X, v
es un cociente entre aptitudes.

Suponemos v € R* ~\ {0,1}.

g: aptitud “relativa”™ de descendientes que provienen de la autofecun-
dacién de individuos de la poblacién X.

Dichos modelos deben contestar las siguientes preguntas:
1. {Cudles son las frecuencias genotipicas de la siguiente generacién?

2. (La poblacién inicial converge a otra?

w

; Existe alguna poblacion estable?, y si es asi, jcudl es?

e

Dentro de las poblaciones estables, ;jhay alguna atractora?

ot

;,Cudl es la dinamica transitoria?

5 Se debe interpretar del mismo modo como se interpreté la aptitud v.



METODOS

El presente trabajo es tedrico, puesto que no se analizé ninguna poblacién
especifica. Este es el mecanismo para construir un modelo con la generalidad su-
ficiente que permita aplicar los resultados a una amplia variedad de fenémenos.

Las herramientas que nos permitieron modelar los fenémenos citados fueron
Algebm Lineal, fflgebm Conmutativa 'y Geometria Algebraica.

La mayoria de los calculos fueron realizados con el paquete Macaulay2, que
permite trabajar sin ambigiiedad sobre el anillo de polinomios Q[xg, z1,Z2].
También se realizaron simulaciones en Ezxcel que verificaron los resultados predi-
chos con rigor matemaético.



CONSTRUCCION DE MODELOS

Las siguientes matrices, que indican cémo se cruzan los distintos genotipos
de Z bajo herencia Mendeliana simple, resumen los requisitos impuestos ante-
riormente para tener un R-algebra genética, puesto que para cada una de ellas,
la suma de los niimeros por rengléon es 1:

1 0 0 %%0 01 0
Ad=|3 3 0] de= |G 3 gl aa=|0 5
0 1 0 0 3 2 0 0 1

La siguiente matriz indica cémo se autofecunda un individuo:

S:

Owl= =
owik O
== O

Construccion de modelos

1. X es fecundada completamente por Y.

En este caso, se supone que ningin individuo de X se cruza con ningin
otro nativo. Por eso, su matriz de cruzamiento es la mas simple de todas:

1 1
XTo + 521 521 + X2 0
1 1 1 1 1 1 1
U, = v0AA + x1Aa+ 2000 = 5T0 + 7T1 5To+ 5T1+ 5Tz 1T1 + 5T2
1 1
0 To + 521 5%1 + T2

El mapeo

2
X — (y01y17y2)Uz

produce la siguiente generacion de X.

Observe que si definimos la matriz

Yo + 5y SYL+ Y2 0
Uy =yAA+ypAatysaa= | Syo+ 101 5% + 301+ 3%2 191+ 502
0 Yo+ 2y yi 4+ o
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entonces (Yo, y1,Y2)Uz = (20, 21,22)Uy. La ganancia de trabajar con la
funcién
/
Y
X —  (zo,71,72)U,

es que tenemos un modelo lineal.
. X e Y interactiian con todos los parametros expuestos en la secciéon ante-
rior.

Mostraremos como obtener la siguiente generacién
Z = zp(AA) + 21 (Aa) + 22(aa)

de X bajo su interacciéon con la poblacién Y. Para esto es conveniente
introducir el pardmetro de homogeneizacion h = xg + x1 + 2, que no
altera la interpretacién bioldgica del fenémeno, pues en ese caso h = 1,
ver [1]:

(20, 21, 22) = rvh(yo, y1,Y2)Usz + (1 — 7) (20, 71, 22)[sghS + (1 — 5)Uy]

Dada la relacién anterior, definimos el siguiente mapeo racional cuadratico
que proporciona la siguiente generacién de X:

(8

X - (20721722)



RESULTADOS

Primer caso: X es fecundada completamente por Y

Sean X = x9(AA) + x1(Aa) + z2(aa) e Y = yo(AA) + y1(4a) + y2(aa) dos
poblaciones de Z. Suponemos que dichas poblaciones, X e Y, son puntos de
Py, :V($0+.%‘1 + X9 — 1) QA%

Dada la relacion

(Y0, Y1, Y2) Uz = (20, 21, 22) Uy,

podemos proceder de dos formas distintas para entender dicho fenémeno.
Como las coordenadas de Y = (yo,y1,¥y2) son los tnicos pardmetros consi-
derados, analizar la influencia genética de Y sobre X a través de la matriz U,
es lo mas adecuado, puesto que dicho planteamiento es lineal.
Los vectores caracteristicos de U, son

B =(1,-2,1),
Ey = (2(2y0 + y1), —4(yo — y2), —2(y1 + 2y2)),
Bz = ((2y0 + y1)%,2(2y0 + v1) (Y1 + 2y2), (y1 + 2y2)?)

donde Ey < 0, Ey < %, E; — 1.

Esto quiere decir que existen tres puntos fijos en Py, bajo la restriccion ¢'|p,,
donde

@/(X) = (an xlaxQ)Uy'

Como el valor caracteristico dominante es 1, todo punto X € Py, distinto de E;
y Es, converge a

£ =1[(2y0 +41)* : 2290 + 1) (y1 + 242) = (11 + 2y2)°).
Si definimos p’ = 2y +y1 vy ¢’ = y1 + 2y, tendremos
£ — [p/2 . 2p/q/ . q/2].

Estas son las frecuencias cigéticas en equilibrio Hardy-Weinberg de Y.
Abordemos el mismo problema por métodos cuadréaticos:
Consideremos la matriz U,, que define el mapeo racional ¢ : PZ — P2 dado
por la asignacién (xg, x1,x2) — (20, 21, 22) = (Y0, Y1, y2)Us, donde

1. zZ0 = (2y0 + yl)(QIO +I1)

2. z1 = 2[(y1 + 2y2)w0 + (Yo + y1 + y2)21 + (290 + Y1) 2]
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3. 22 = (y1 + 2y2)(z1 + 222)

Si Z =[z0: 21 : 22), lo anterior se resume as:

2
X - Z

Dado que Y es fijo, sus coordenadas pueden considerarse como parametros del
modelo.

Considere el ideal homogéneo J = < zg, 21, 22 > C R[zg, 21, z2]. El conjunto
de puntos fundamentales de ¢ es el conjunto algebraico V(v/.J) C PZ%. El ideal
v/J admite al siguiente conjunto de generadores:

—_

- (Y1 + 2y2) (21 + 222)

[\

Yo — y2)(x1 + 2x2)

w

- (
- (1 4 2y2) (o — 22)
N

N

Yo — Y2)(To — T2)

En el sistema homogéneo asociado, si y; + 2y2 # 0 6 si yg — y2 # 0, obtenemos
la tinica solucién xg = zo = 1, 1 = —2. Esto es, el tinico punto fundamental de
@ es el punto [1: —2: 1], lo cual se verifica ficilmente si interpretamos a dicha
funcién como un morfismo de variedades affnes A3 — A3, ya que en este caso

(,0(1, 727 1) = (Oa 0, O)

Considere el ideal I generado por los menores 2 x 2 de la matriz 2 x 3, cuyos
renglones son los puntos (zg,z1,22) v (20, 21, 22). El conjunto algebraico V(I)
estd constituido por todos los puntos fijos y fundamentales de ¢, por lo que

oo d .
el conjunto de ceros de K = \/(I VI = \/Ud:l(I :v/J") consiste de la
cerradura de los puntos fijos de ¢. El ideal K admite al siguiente conjunto de
generadores:

L (y1 + 2y2)%x0 — (2yo + y1)(y1 + 2y2)x1 + (290 + v1) 222
2. (2y1m0T2 + 4y2T0Ta — Y123 — 222 + 2yoT1 T2 — Y221 T2 + 4Y273 + 2y173)
3. y1Tox1 + 2y27071 — 4YoxoT2 + 4Yy2ToT2 — 2YoT1T2 — Y1T1T2

4. y1xd + Y23 — YoxoT1 + YaToT1 + 2YoToT2 — 2Y2ToT2 — Yo + Yoxi —
YoT1T2 + Y212 — 2YoTE — Y123

5. (4xgze — 23) (20 + 71 + T2)

El sistema de ecuaciones polinomiales asociado se puede resolver considerando
las ecuaciones

(y1 + 2y2)°70 — (290 + y1)(y1 + 2y2)71 + (290 + y1)?22 =0 (0.1)
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(4xoze — 23) (20 + 21 +22) =0 (0.2)

La ecuacién (0.2) implica 4zoxe — 23 = 0 6 79 + 21 + 72 = 0. Para cada caso
se obtiene una unica solucion:

1. Caso 1: 4zgry — 2% = 0.
De las ternas (£o,&1,&2) que resuelven el sistema, elegimos una donde
& = 1. De la ecuacién (0.2) obtenemos & = g Sustituyendo dichos
valores en la ecuacién (0.1) obtenemos la igualdad 4p'2¢2 —4p'q’é3+¢ = 0.
Observe que el discriminante de la ecuacién 4p”2 a3 — 4p'q'zo + ¢’ = 0 es

D = 0. Por lo tanto, & = 2‘1—;,. Esto produce la solucion

6 — [p/2 . 2p/q/ . q/2].

Observe que obtuvimos la misma solucién que cuando abordamos el fenémeno

a través de métodos lineales.

2. Caso 2: xg +x1 + x5 = 0.

De las ternas (o, (1,¢2) que resuelven el sistema, elegimos aquella donde

¢1 = 1. De la ecuacién (0.2) obtenemos (o = —(2 — 1. Sustituyendo dichos
’ot 12

valores en la ecuacién (0.1) obtenemos (» = %. Esto produce la

solucion

C: [_p/(q/ +pl> :p/2 _ q/Q . ql(p/ +q/)]

Se verifica fdcilmente con “Macaulay2” que &, ¢ € V(K).

Ahora denotemos por p = 2zg + x1 y por ¢ = x1 + 2x2 a las frecuencias
alélicas de A y a dentro de la poblacién X.

El polinomio caracteristico de U es

h
x(U,A) = —()\ — 5)()\ — h) ()\),
de donde se obtienen los vectores caracteristicos

er=(1,-2,1
e = (2p, —4(xo — €2), —2(]2
es = (p*,2pq,q%)

);
)

y donde e; < 0, ey < %h, e3 < h.
Claramente el vector es parametriza la recta H = V(¢ + 1 + x2), pues
2p — 4(xp — x2) — 29 = 2(2xo + 1) — 4(x9 — x2) — 2(x1 + 222) = 0;

asimismo el vector caracterfstico ez parametriza la cénica C' = V(4zgry — 23),
ya que
4(p)*(9)* - (2p9)* = 0.
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Se tienen las siguientes relaciones

1
2hZ = 2hWhX — §h,061 + fes (03)

2WZ:%W£+K (0.4)

donde h = zo+x1+x2, M =yo+y1+y2y f = —3¢x0+ 50" —¢)x1+ 30 22,

Una verificacién directa demuestra que V(f) es la recta determinada por los
puntos e; = [1: —=2: 1]y £ = [p'? : 2p'¢' : ¢’?]. Asimismo es f4cil verificar que la
recta H es tangente a la conica C en el punto e;.

Las siguientes relaciones se pueden verificar directamente:

1. h(Z) = h(z0,21,22) = W'k

2. f(Z) = f(z0,21,22) = S f

3. C(Z) = O(zp,21,22) = —4f?
Por lo anterior, deducimos:

1. ZeHsiX e H

2. ZeV(f)si X eV(f)

3. ZeCsi X eV(f)

4. Z=esiY el

La primera condicién afirma que un punto de la recta H siempre se mueve a lo
largo de ella al iterar la funcién . La segunda y la tercera condicién afirman
que si X es un punto de la recta V(f), entonces su siguiente generacién converge
a £ o aep en un sélo paso. La cuarta condicién es clara, aunque no tiene ninguna
implicacion biolégica.

Para precisar mds, la ecuacién (0,4) implica lo que sigue:

1. XeV(f)=2=¢
2. XeH=27Z=¢

Es decir, un punto X € V(f) — {[1 : —2 : 1]} converge a & en un sélo paso,
y un punto X € V(h) — {[1 : =2 : 1]} converge a ¢ en un sélo paso. Esto nos
indica que £ es un atractor de V(f) ~ {[1 : =2 : 1]} y que ¢ es un atractor de
V)~ {[1:-2:1]}.

Definimos inductivamente la sucesién {Z, }nen como sigue:
1. Zo =7 = ¢o(X)
2. Zp =" (X)
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PROPOSICION 1: Se tienen las siguientes relaciones:

F(Zn) = gzp W F(X)

1
T 92n—2

C(Zn) = 2" f2(X)

DEMOSTRACION 1: Dichas relaciones son claras, pues las igualdades

1
f(Z) = f(2:07zl722) = §hlf
C(Z) = C(20,21,22) = —4f?
se satisfacen para un punto genérico X. W

PROPOSICION 2: Bajo la aplicacién racional ¢, & = (p'? : 2p'q’ : ¢’?) es un punto
atractor del plano V(xo+1x1+x2—1). Para esto también se requiere Y € Pﬁ ~H.

DEMOSTRACION 2: Bajo las hipétesis impuestas, la PROPOSICION 1 garan-
tiza que cualquier punto X € V(zg + 1 + z2 — 1) converge al punto fijo
€= (2% 20'q,q?) o bien al punto e; = (1,—2,1). Sin embargo, queda descar-
tado el punto e; = (1,—2,1), puesto que el siguiente sistema de ecuaciones
polinomiales no tiene solucién:

20—1:0,
z1+2=0,
220 —1=0;

donde zj, z1 y 22 son las coordenadas del punto

e(xo, 21, 22) = (Yo, Y1, y2)Us,
previamente definido. W
COROLARIO 1: Bajo las condiciones previas, el punto genérico
X = (zo,x1,22) € V(xo + 21 + 22 — 1)

converge al punto fijo & = (p'2,2p'¢’, ¢'?), avanzando en cada generacién, 1/4 de
la distancia euclideana que lo separa del punto fijo £.
DEMOSTRACION 3: Por la PROPOSICION 1 tenemos

F(Z0) = gz F(X)

F(Zni1) = g f )
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de donde obtenemos que del punto Z,, al punto Z, 1, la n-ésima generacién de
X se acerca a la recta V(f) la mitad de la distancia que lo separaba. También
de la PROPOSICION 1, se tienen las relaciones

C(Z2) = ~ g F(X)

1
C(Zp1) = —WfQ(X)

de donde deducimos que del punto Z,, al punto Z,, 11, la n-ésima generacién de
X se acerca a la conica C' la cuarta parte de la distancia que lo separaba.
Para concluir, observemos que el nimero n € N es arbitrario. W

Segundo caso: Se incluyen los parametros r,s,9 y v.

Dadas dos poblaciones X = [zg : @1 : 23] e Y = [yo : 1 : y2] del plano
proyectivo, se define el mapeo racional ¢ : P2 — P2 dado por la asignacién
X — Z =]z 2 : 22), donde

(20, 21, 22) = rvh(Yo, Y1, y2)Usz + (1 — 7)(20, 21, 22)[sghS + (1 — 5)Uy].
Las siguientes igualdades se verifican con el sistema de cémputo Macaulay2:

1. 29 = f4sgr:c(2) —58grror) —48grTgTs —Sgres —sgreiTs +4sgx% +5sgxor1+
4sgroxo + sga:% +sgrix0+ 4srx(2) +4srxgxrr + srx% — 4sx% —4sxor] — sx% +
4rvy0mg + 6rvyoroxy + 4rvyoxrore + 2rvyoa:% + 2rvyprixe + 2rvy1$% +
3rvy1xoT1 + 2rvy1 xeTe + VY1 a:% +royi1ria0 — 4rm(2) —4rzor) — m;% + 433% +
dror1 + 1‘%

2. 21 = —sgrroxry — sgrx% — 8grr1x9 + SgTror1 + sgx% + sgri1xo + 2817071 +
4srxors + smﬁ + 2srx1To — 28T0x1 — 4STOT — sx% — 282129 + rvyoxror1 +
2rvy0x0x2+rvy0x%+3rvyoxl:r2 +2rvy0x§+rvy1x%+2rvy1x0x1 +2rvyrrore+
VY1 ac% +2rvy 10+ 109 m% + 2rvy2x8 +3rvysxox +2rvy2xore +10Y2 x% +
TUYaX1 T2 — 2rTox, — 4rToTo — r:c% —2rx1xo + 2x0x1 + 4T0T2 + x% + 22122

3. 29 = —8graor1—48grroTe—S8gres—5sgrrre—4sgroi+sgror: +4sgrora+
5923 +5sgw1 29 + 45913 + srw? + Asra xo + 4srrs — sx3 — 4swxo — dsad +
rUY1Tox1 + 2rvy1xoTe + rvylx% + 3rvy 10 + 2rvy1x% + 2rvysxory +
drvysrors + 27‘vy2x% + 6rvysri1T + 4rvy2x§ — rm% —4rxixo — 47"3:% + 1‘% +
dxix0 + 450%

Sea J = < zp, 21,22 >. El conjunto de puntos fundamentales de ) es V(\ﬁ),
donde un conjunto de generadores de v/J es

L. (zo + z1 + 22)%(z1 + 272)
2. (a’,‘() +x1 + $2)2(.’170 —2x1 — 53?2)

3. (srx% +4srxixe + 4srx% — sx% —4sxix9 — 48;10% —graxor] — gmc% —grrixe +
gzoT1 + 927 + grT1T2 — 2rVYoTT2 — 2rvYeT1Te — 2rVYeT3 + TVYIToT1 +
rvylx% + roy1T1Te + 2rvysrox1 + 2rvysxore + 2rvy2x§ + drvysxiTe +
2rvysxd — rat — drxywe — 4rad + 22 + 4wy xo + 423) (11 + 220)3
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4. (5= 1)(r —1)(zo + 21 + z2)(z1 + 222)°

5. (4sgrroz123 + 8sgrroxy + dsgradzl + 12sgra s + 8sgras — dsgrorirl —
8sgrors—4sgrizi—12sgr1 w3 —8sgrs—Asraxorize—24srToT 75 —328TT0 TS+
sra} + 6sradzy + 8sraizd + dswoxrima + 24sTor173 + 3257075 — sx} —
6sr3zo — 81213 — gragws — 6graoorive — 12grrgr 23 — 8gragxy — grat —
Tgrrize —18grairl —20grz, a3 —8gras + grozt +6g9roring + 129707173 +
8grozs + gri + Tgrize + ‘18ga:%x§ + 20gz173 + 8gx5 — 2rvyoToriTe —
12rvy0x0x1x§ — 16rvyoxow§ — 2rvy0xi’x2 — 14rvy0$fx§ — 28rvyomlx§ —
167"[}@/0.’1,'% — 4my1x(2)x% + roy; xoxz{’ + 6rvy1x0m%x2 — 8rvy1x0x§ + rvylx‘f +
7rvy1$‘;’m2+10rvy1m%m§ —4Tvy1x§—8rvy2m%x§+2rvy2x0x:f+14rvy2$0x%x2+
12rvygmom1x%+2rvy2x‘f+16rvy2x:13x2+34rvy2x%m§+28rvy2x1m§—|—8rvy2x§+
drzorize + 247'3:0;1333 + 32rafoa:§ —raf — 6rafry — Srated — dxgrdry —
24xgz173 — 323073 + T + 67319 + 87222)

6. (sgrxosr:%+2sgrx03:1x2—&-sgrx‘i’—l—?)sgrsr:%xg—i—%grxlx%—sgxom%—2sgxox1x2—
sgx3 — 3sgxixze — 25gr173 + AsrxoriTe + 8STTOXS — STt — 28rAiWy —
45z0x1x2—83x0x§+3$§'+2$x%m2+2rvy0x0x1z2 +4rvy0x0z§+2rvy0x%x2+
6rvy0x1x§ +4rvy0x§ + 2rvy1x%x2 — rvylxoxf +2rvy1xorixs +4rvy1x0x§ —
rvylxi’ — rvylx%xg + 2rvy1x1x% + 2rvy1x§ + 4rvy2x%x2 — 2rvy2x0x% +
2rvYysXoT1 T +4rvy2m0x§ — 2rvy2m‘;’ — 4rvy2x%x2 — 2rvy2m1x§ —A4rroxrixe —
8ragr3 + rad + 2ratrg + dworiwa + 8w073 — 23 — 22319)

7. (2sgrzoxe + 2sgreize + QSgrxg —28gx0Te — 289T1 T2 — 25930% —4srxzors +
sr;v% + 4sxors — sx% — drvygxore — 4rvyorixre — 4rvy0x§ — drvy xore —
drvy1z1x0 — drovy; m% —drvysxoxre — Arvysxr1 T2 — 4rvy2x§ +4rxgxrs — rm% —
dzoxe + 23)(T0 + 71 + T2)

Un punto [ag : a1 : az] € P% pertenece a V(z1 + 222,79 — 221 — 5x2) si y sélo
si[ag : a1 : ag] = [1: —2:1]. En consecuencia, todos los puntos fundamentales
de 9 pertenecen a H = V(g + 1 + 22). El punto B = [1 : —2 : 1] es uno de
ellos, ya que al interpretar la funcién ¢ como un morfismo de variedades afines
A} — A3 tenemos

w(]w _27 1) = (07 03 O)a
dicho célculo también se puede verificar con Macaulay?2.
PROPOSICION 3: La funcién %) tiene un tnico punto fundamental.

DEMOSTRACION 4: Sea G el ideal generado por los menores 2 x 2 de la matriz
2 x 3 cuyos renglones son X y B. G es el ideal del punto B, puesto que el
conjunto de generadores

Zo — T2
721’0 — T
x1 + 229

tiene al punto B como conjunto algebraico asociado en el plano proyectivo.
Un conjunto de generadores para (v/.J : G*) es
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1. (a’,‘() +x1 + 372)2
2. (s —1)*(r—1)?

3. sm:% +4srrixo + 487"1‘% — sx% —4sx1T0 — 4858% —graoxry — grm% —grx1ze +
gzoz1 + 9% + griTs — 2rvYeToT2 — 2rvyeT1Te — 2rvYoT3 + rUYIToT1 +
rvylx% + roy1x122 + 2rvysxory + 2rvysxers + 2rvy2x§ + drvysxixe +
2rvyew3 — 123 — drziae — drad + 2? + 4wy + 423

4. (s=1)(r—1)(xo+ 21 + z2)

Observe que el segundo generador no se anula a menos que los parametros s y r
tengan valores criticos; no obstante dichos valores estan excluidos en el presente
estudio. W

Considere el ideal I generado por los menores 2 x 2 de la matriz 2 x 3, cuyos
renglones son los puntos X y Z. El conjunto algebraico V(I) contiene todos
los puntos fijos y fundamentales de v, mientras que el conjunto de ceros de

00 d
K = \/ (I:VJ) = \/ U2, (I : v J) contiene solamente la cerradura de los
puntos fijos. Un conjunto de generadores para K es:

1. m = yox1 + 2072 — Y120 + Y122 — 2Y2T0 — Y21

2. my = sgraor —l—sgrm% +89grr1T2—S9gToT1 —sgx% —Sgr1xe+4srrors —sm:% -
4sxoro + sx% + 4drvygxore — 4rvy0x§ — rvy12oT1 + 6rvy1xore — rvylm% +
rUY1 X1 T2 — 2rvy1$§ — 2rvyaxoT1 + 8rvyerory — 2rvy2x% + 2rvys 120 —
drxgry + re? + dxgry — 22

3. M3 = sgryors — %Sgrylfo - %Sgrylfﬁ + %Sgry1$2 — 8gTrYy2To — SgTY2x1 —
SgYoT2 + $SGY1T0 + FSYYITL — §SGY1T2 + SgYaTo + SgY2x1 — 28Ty +
$STYLTL — STY1T + STY2T1 + 28Yoda — 5 SY1T1 + SY1T2 — SYaT1 — 2rvydaTs —
drvyoy1xe — 4rvyeysrs + %rvy%xo + §rvy%x1 — %my%xg + 2rvy1yexo +
2rvy1Ya T — 2rvy1ysxo + 2Tvy§x0 + 2rvy§x1 + 2rygxe — %rylxl + ryxo —
TYox1 — 2yoT2 + %ylxl — Y1ZT2 + Y21

PROPOSICION 4: El conjunto algebraico V(K) estd compuesto por un sélo pun-
to.

DEMOSTRACION 5: Sean w = < 11,13 > y v = < 12 >. Tenemos
(W:v)=<wy1+2y2,50 —y2 >

Por lo tanto, si y; + 2y2 # 0 0 si yo — y2 # 0, entonces (w : v) = < 1 >. De
lo contrario, Y = B; pero esto no ocurre porque Y es un punto con relevancia
biolégica. En consecuencia, el sistema homogéneo de ecuaciones polinomiales

m =20
n2=0
n3 =20
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se reduce al siguiente:

m=0
n3 =10

Como V(n1) y V(n3) son rectas en el plano proyectivo, el Teorema de Bézout
garantiza una unica solucién. W

COROLARIO 2: La funcién v tiene un tinico punto fijo.

DEMOSTRACION 6: Resolviendo el sistema de ecuaciones

m=0
n3 =10

se verifica facilmente que las coordenadas del punto fijo de ¢ son

L. Yo = (sgryo + sgry1 + sgryz2 — sgYo0 — sgY1 — Sgy2 — 25TYo — sTY1 + 28Yo +
sy1 — 2rvyg — 3royoyr — 2rvyeys — royi — royiye + 2ryo + ry1 — 2y —
y1)((sgr — s9) (W3 + 3yoyr + voyz + 543 + 2v1y2) + (1 —r)(s — 1)(2y¢ +
2yoy1 + 5y7) — ro(2y5 + 4ydyr + 203 Y2 + 3vout + 2v01y2 + 5Y3 + 5UTY2))

2. 91 = (—2sry; —4srys+2sy1 +4sys — 2rvyoyr —4rvyeys —27“vy% —6rvY1Yy2 —
drvys + 2rys + drys — 2y1 — 4y2)((sgr — s9)(y3 + Syoyr + Yoz + 347 +
Tyrye) + (1 —7r)(s — 1)(243 + 2yoy1 + 3y3) — rv(2yd + 4ydyr + 293y2 +
2yoyd + 2you1y2 + 345 + Sudve))

3. U2 = (§59TY0y1 +59TYoY2+ 559TYT + 5 59TY1Y2+59TY5 — 3 59Yoy1 — SGYoYa —
359YT — $5gy1y2 — 5gy3 — 5sryi — 257y1y2 — 25TY3 + 55y + 25y1Y2+ 25Y3 —
FTUYOYT — 2royoyrye — 2rvyeys — $rvys — Sroylys — Arvyiyd — 2ruys +
3TYT +2ry1y2 + 2ry5 — 397 — 29192 — 245) (597Y0 + 59TY1 + 5gTY2 — SgYo —
SgY1 — Sgy2 — 251Yo — STY1 + 28Yo + sy1 — 2rvyd — 3rvyoyr — 2rvyoys —
royt — royrys + 2ryo +ry1 —2yo —y1) M

PROPOSICION 5: Todo punto del conjunto H \. B se mueve sobre la recta H
bajo la aplicacién racional .

DEMOSTRACION 7: Se verifica con “Macaulay2” que la evaluacién
h(Z) = h(z0, 21, 22)
tiene como factor al polinomio h%. W
PROPOSICION 6: El punto B = [1: —2: 1] es un atractor de H \ B. Mds aun,

todo punto de H ~ B converge al punto B bajo la plicaciéon racional 1) en un
sélo paso.
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DEMOSTRACION 8: Se verifica facilmente con “Macaulay2” una relacién polino-
mial entre los puntos X, Z,q y B, del tipo

Z =mX+y9+ 3B
donde 71 y 2 tienen como factor al polinomio

To + X1 + T2-



SIMULACIONES

En esta seccién, mostraremos como evolucinan diez poblaciones, en tres cir-
cunstancias distintas, bajo la influencia de la poblacién estable

Y =10,36:0,48 : 0,16]

a lo largo de 215 generaciones. En cada caso, el punto fijo esperado (Py.) es
el inico punto fijo predicho por el modelo, calculado con el sistema de cémputo
Macaulay?2; y el punto fijo de simulacién (Pj ) es el punto fijo encontrado
en las simulaciones realizadas.

Los analisis se presentaran por medio de tablas que indican la poblacién
inicial (X); el punto fijo esperado; el punto fijo de simulacién; el nimero
correspondiente a la primera generacién estable, Estabilidad; y la distancia
euclideana (4) entre el punto fijo esperado y el punto fijo de simulacién,
aunque para esto interpretaremos a dichos puntos como puntos del plano

PL:V($0+‘TC1+(E2—1)2A§.

La tabla 1 muestra la evolucién de diez poblaciones distintas bajo la influencia
genética de la poblacién estable

Y = [0,36: 0,48 : 0,16],

cuyas coordenadas son los Unicos parametros considerados.

X Pre | Py | Estabilidad | §
[0,5:1:1,5] Y Y 50 0
[0,25: 0,5 : 0,5] Y Y 50 0
[0,25: 0,75 : 0,25] Y Y 49 0
0,16 : 1,28 : 2,56] Y | v 51 0
0,49 : 1,82 : 1,69] vy | v 51 0
[1,96 : 1,68 : 0,36] Yy | v 49 0
[1:2:1] Y Y 49 0

[0,35 : 0,476 : 0,174] Y Y 46 0
[0,078 : 0,3221 : 0,5999] | Y Y 51 0
[0,6731:0,001:0,3259] | Y Y 49 0

Tabla 1
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La tabla 2 muestra la evolucién de diez poblaciones distintas bajo la influencia
genética de la poblacién estable

Y =[0,36 : 0,48 : 0,16].
Se tienen los pardmetros
r=0,34;s =0,21; g = 0,42; v = 0,74;
asi como las coordenadas del punto Y. En cada caso, el punto fijo esperado es
Pie=10c = [Uegy : Ve; : Doy

donde ¥, = 0,368708862, ¥, = 0,462582147, 9., = 0,168708989; y el punto fijo de
simulacién es
Ppo =105 = [Usq 1 Vsy 1 Vsy];
donde ¥,, = 0,368708874,,, = 0,462582252,1,, = 0,168708874.
Observe que

V(g —Veo)? + (P — Vey)? + (Vg — Vey)? = 1,56 x 107"

X Pre | Pss | Estabilidad )
[0,5:1:1,5 Y. | U4 211 1,56 x 1077
[0,25:0,5: 0,5 Yo | Uy 209 1,56 x 1077
[0,25: 0,75 : 0,25 9o | Uy 205 1,56 x 1077
[0,16 : 1,28 : 2,56] 9o | g 213 1,56 x 1077
[0,49 : 1,82 : 1,69] Ve | U 211 1,56 x 1077
[1,96 : 1,68 : 0,36] Ve | Uy 206 1,56 x 1077
[1:2:1] Pe | U, 205 1,56 x 1077
(0,35 : 0,476 : 0,174] I I 192 1,56 x 1077
(0,078 : 0,3221 : 0,5999] | . | Vs 213 1,56 x 1077
[0,6731 : 0,001 : 0,3259] | . | Vs 200 1,56 x 1077

Tabla 2

La tabla 3 muestra la evolucién de diez poblaciones distintas bajo la influencia
genética de la poblacion estable

Y =10,36 : 0,48 : 0,16].
Se tienen los pardmetros
r=0,99;s =0,99; g = 0,001;v = 0,01;
asi como las coordenadas del punto Y. En cada caso, el punto fijo esperado es
Pre=10c = [Ueq : ey : Veyl;

donde ¥, = 0,3601188098376809, ¥, = 0,479762546771594, y ¥, = 0,160118643390724;
y el punto fijo de simulacién es

Py =19, = [Ps0 2 Usy 2 Uy,
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donde ¥, = 0,360118741223091, ¥, = 0,479762517553812 y ¥, = 0,160118741223096.
Observe que

V(050 = 0e0)2 + (9s; — Dy )2 + (055 — Vey)? = 1,230 x 1077,

X Pj. | Py | Estabilidad B
[0,5:1:1,5 9. | Vs 73 1,230 x 107
[0,25: 0,5 : 0,5] Yo | Vs 104 1,230 x 1077
(0,25 : 0,75 : 0,25] Ye | Vs 59 1,230 x 107
(0,16 : 1,28 : 2,56] Yo | Vs 74 1,230 x 10~7
(0,49 : 1,82 : 1,69] 9o | U, 76 1,230 x 1077
[1,96 : 1,68 : 0,36] 9o | Vs 159 1,230 x 1077
[1:2:1] Pe | Vs 79 1,230 x 1077
[0,35 : 0,476 : 0,174] Yo | Vs 89 1,230 x 1077
(0,078 : 0,3221 : 0,5999] | 9. | 9 93 1,230 x 1077
[0,6731: 0,001 :0,3259] | 9. | Vs 48 1,230 x 1077

Tabla 3
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Caso 1: X es fecundada completamente por Y.

En este caso, ¢ sélo tiene un punto fundamental, e; = [1 : =2 : 1], que
no representa ninguna poblacién bioldgica. Asimismo existen dos puntos fijos,
E=?: 20 %y C= [P (¢ +P): 0* =47 : ¢ (p'+¢)]. Como la poblacién
Y = [yo : y1 : y2] se supuso estable, Y = £. Esto significa que la poblacién Y
domina a X.

Cualquier punto X # e; de la recta H converge a ¢ bajo la funciéon ¢ en
un sélo paso. Desde luego esto no tiene relevancia bioldgica, puesto que las
coordenadas de los puntos de H suman cero.

Todo punto X # ey de la recta V(f) converge a £ en un sélo paso bajo la
funcién ¢.

Cualquier punto X del plano V(xg + 21 + x2 — 1), converge al punto & =
(p%,2p'q', ¢'*) bajo la funcién ¢(interpretada como funcién del plano AZ) con
una rapidez igual a 1/4 de la distancia entre la actual generacién y el punto &.

El punto ¢ es un punto atractor del conjunto

H ~ €1
bajo la funcién ¢. El punto ¢ es un punto atractor del conjunto
V(l‘o + T+ T2 — 1)

bajo la funcién .

Las simulaciones realizadas en Ezcel, demostraron que el punto £ es un atrac-
tor de P . H. Un célculo directo con “Macaulay2”, demuestra que también se
debe suponer Y € P \ B.

Caso 2: Se incluyen los parametros r,s,g y v.

La aplicacién 1) tiene un tnico punto fundamental, el punto B =[1: =2 : 1].
El tnico punto fijo de ¢ es ¥ = [y : ¥ : ¥2], donde

1. 99 = (sgryo + sgry1 + sgrys — sgyo — Sgy1 — Sgy2 — 28TYo — SrY1 + 28Yo +
sy1 — 2royg — 3ruyoyr — 2royoys — rUY; — ruy1y2 + 2ryo + ry1 — 240 —
y1)((sgr = 59) (Y5 + 5yoy1 + yoyz + 37 + 3y1ye) + (1 —7)(s — 1)(2y5 +
2yoy1 + 5y1) — rv(2y5 + 4ygyr + 2udy2 + SY0yT + 2yoy1y2 + Y1 + 5UiY2))

2. V1 = (—2sry1 —4srya+2sy1 +4sys — 2rvyoyr —4rvyoys —27"ny —6royys —
droys + 2rys + 4rys — 2y — 4y2)((sgr — s9) (Y5 + Syovr + Yoz + 347 +
$y1y2) + (1 —7)(s — )23 + 2yoy1 + 3u7) — ro(2yd + 4dy + 2u5y2 +
Syoyt + 2yoviye + 3Y5 + Syive)
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3. 92 = ($sgryoy1+s9ryoye+ 2 sgryi + 2 sgryiya+sgry3 — L sgyoys — sgyoys —
3S9YT — S59y1y2 — SgY3 — 3STYT — 25TY1y2 — 25TY5 + 5 SYL + 2512 + 255 —
?rvyoyf — 2rvYoy1ys — 2rvyoys — %rvy‘;’ — %rvy%yg — drvyy2 — 2rvys +
3TYT 4 2ry1ys + 2ry3 — 3y — 2y12 — 23) (sgryo + sgry1 + sgrys — sgyo —
Sgy1 — Sgy2 — 28Ty — Sry1 + 2syo + sy1 — 2rvyd — 3rvyeyr — 2rvyoys —
roy? — royiya + 2ryo + ry1 — 2yo — Y1)

El punto B es un atractor del conjunto H \ B; ademas todo punto de H \ B
se mueve sobre la recta H bajo la aplicacién racional 1.

Las simulaciones realizadas en Ezcel, demostraron que el punto ¢ es un
atractor de P2 \ H.



DISCUSION

Caso 1: X es fecundada completamente por Y.

Este caso tiene como antecedente a las poblaciones autoincompatibles.
Dicho fenémeno fue modelado de dos formas distintas: a través de una transfor-
macién lineal ¢’ y posteriormente mediante una aplicacién racional ¢. Ambas
funciones produjeron el mismo punto fijo £ con relevancia bioldgica.

La razon por la que se abordé dicho problema mediante una aplicacion
racional

¢ :Pg — Py

es que dicho modelo sirvié de soporte, junto con otro modelo que explica cémo
obtener la siguiente generacion de una poblacién que se puede reproducir tanto
por fecundacién cruzada como por autofecundacién (ver [14]), para abordar el
caso mas general, que también involucra los parametros r, s, g y v previamente
definidos.

Al calcular los puntos fundamentales de ¢, descartamos la posibilidad de
que y; + 2y2 = 0 y de que yg — y2 = 0 al mismo tiempo, ya que al cumplirse
ambas condiciones, dicha aplicacién racional no estd definida en ningtin punto
de P2.

Al calcular la rapidez con que converge la poblacién X a la poblacién Y
tuvimos que restringirnos a los planos

V(l‘o-f—xl + o — 1) QA%,

V(yo +y1 +y2 — 1) 2 A,

ya que el plano proyectivo no es un espacio métrico.

Sobre la dindmica transitoria asociada a la aplicacion racional ¢, se dedujo a
qué punto converge un punto genérico del plano V(¢ + x1 + x2 — 1), aunque no
sobre qué curva se mueve. De hecho, para el caso de un punto del conjunto P~
H, se tuvo que recurrir a las simulaciones, teniendo como resultado que el mismo
punto fijo £ es atractor de dicho conjunto; en este caso, también falté deducir
sobre qué curva se mueve dicho punto.

Lo que si se dedujo es que un punto X € H \ e; se mueve sobre la recta H
antes de converger al punto fijo {. Asimismo, un punto X € V(f) \ e; se mueve
sobre la recta V(f) antes de converger al punto &.

El teorema de “Hardy-Weinberg” no es aplicable en este caso, debido a
que la reproduccién de la poblacion X depende de la migracién de gametos
masculinos provenientes de la poblaciéon Y. No obstante, si podemos deducir que
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las frecuencias genotipicas como las frecuencias alélicas de la poblacién X nunca
alcanzan un equilibrio, aunque cada vez se aproximan mas a las de la poblacién
Y. En consecuencia, las frecuencias genotipicas en equilibrio Hardy-Weinberg
de la poblacion X, bajo condiciones ideales, se alejan mas de las predichas por
el modelo ¢, en tanto la distancia genética de Nei, ver [4], entre la poblacién
X y la poblacién Y sea mas grande.

Caso 2: Se incluyen los parametros r,s,g y v.

También bajo estas condiciones, excluimos valores criticos para los para-
metros r,8,v,9,Y0,Y1 y Y2- En particular supusimos r # 1, puesto que esta
situacién se reduce al caso anterior.

PROPOSICION 7: Si cualquiera de los pardmetros r o s tienen el valor de 1,
entonces el conjunto de puntos fundamentales de la aplicacion racional 1 es la
recta H.

DEMOSTRACION 9: Como observamos en la demostracién de la PROPOSICION
3, un conjunto de generadores para (v/.J : G*) es

1. (370 +x1 + 1‘2)2
2. (s —1)%(r —1)?

3. srz% +4srxizo + 451"1’% — sxf —4sx1x0 — 4sx§ —graoxry — grmf —grx1ze +
gzoT1 + 923 + gr1Te — 2rUYoToT2 — 2rvyeT1Te — 2rvYoT3 + rUYITOT1 +
rvylx% + roy1x122 + 2rvysxor + 2rvysxers + 2rvy2x% + drvysxiTo +
2rvyew3 — 13 — Arzixe — drad + 2? + dxywo + 423

4. (s = 1)(r — 1)(zo + x1 + x2)
Si s =1, el tercer generador se reduce al siguiente polinomio:
—(rgxy + 2rvyoze — roy1x1 — 2rvyexy — 2rvysxs — gxy) (o + 21 + 2).
Asimismo, si r = 1, el tercer generador se reduce al siguiente polinomio:
—v(2yozr2 — y1@1 — 2y2x1 — 2y222) (T + 21 + T2).
|

El caso r = 1, aparentemente difiere del resultado deducido por el primer
modelo ¢, que excluye los pardmetros r,s,v y g, donde el conjunto de puntos
fundamentales de la funcién ¢ estd compuesto sélo por el punto [1: —2 : 1]. Sin
embargo, en el segundo modelo

(20, 21, 22) = rvh(yo, y1,y2)Usz + (1 — 1) (0, 21, 22)[sghS + (1 — 5)U,],

al sustituir » = 1, obtenemos la siguiente aplicacién racional cuadratica

*

¥
X — vh(y(),ylayQ)Um
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que difiere de
¥
X — (yo,y1,92)Us

por los factores v y h = xg + z1 + x2. Esto es, la PROPOSICION 7, esté abor-
dando implicitamente a la funcién ¢* y no a la aplicacién racional .

PROPOSICION 8: Si
Y1 +2y2 = 07

Yo —y2 =0,

entonces el conjunto de puntos fijos V(K) de la aplicacién racional 1) es una
cénica C' que no contiene al punto

Y= [1901191 :’192].

DEMOSTRACION 10: Bajo lasa hipdtesis impuestas, el conjunto V(K), consti-
tuido por las soluciones comunes al sistema de ecuaciones

m=0
n2 =0
n3 =0

se reduce al conjunto de todas las raices del polinomio
(r — 1)(sgzox1 + sgx2 + sgriTe + 4szory — sT2 — dagTy + 22).

Dichos célculos se verifican con “Macaulay2”. Del mismo modo se verifica que
el punto ¥ = [Jg : Y1 : ¥2] no es raiz de dicho polinomio. H

En este caso sélo se pudo entender la dindmica transitoria asociada a un
punto de H \. B, no obstante este caso es irrelevante biolégicamente. La razén
por la que no se pudo entender la dindmica transitoria de un punto genérico fue
la incapacidad del computador con que se trabajé. Por eso se tuvo que recurrir
a las simulaciones.

El teorema de “Hardy-Weinberg” tampoco es aplicable en este caso, debido
a que existe migracién, y a que la aptitud reproductiva de los descendientes de-
pende de cémo fueron concebidos: fecundacién cruzada, autofecundacién, fecun-
dacién externa. Desde luego, las frecuencias genotipicas de la poblacion inicial
nunca alcanzan un equilibrio, aunque tedricamente convergen a las siguientes
(que deben estandarizar a 1):

Lo = (sgryo + sgryr + sgryz — sgyo — sgyr — sgy2 — 2s7yo — sTY1 + 25y +
sy1 — 2rvyd — 3rvyoyr — 2rvyoeyz — royl — royiye + 2ryo + ry1 — 2yo —
y1)((sgr = 59) (U3 + Syoyr + ove + 347 + 3y1y2) + (1 —7)(s — 1)(245 +
2yoy1 + 5y7) — ru(2y5 + Aydyr + 2982 + SY0yT + 2yoyrye + 3y + 3U7Y2))
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2. ¥ = (—2sry; —4srya+2sy1 +4sys — 2rvyoyr — 4rvyoys —2rvy% —6rvY1Yy2 —
drvys + 2rys + 4rys — 2y1 — 4y)((sgr — sg)(va + %?Joyl + Yoy2 + %y% +
éylyz) + (1= 7)(s — 1)(2y3 + 29011 + 597) — 0(2y5 + 4w3y1 + 205v2 +
2yoyd + 2you1y2 + 345 + Sudue))

3. ¥y = (359TYoy1+sgryoyz+ 359y +35gry1Y2+59TY5 — 5 59Y0Y1 — SgY0Y2 —
159y — Ssgy1ys — sqy3 — S sryi —2sry1ys — 2sry3 + L5yt +2sy1y2 +2sy3 —
?rvyoy% — 2ruyoyryz — 2rvyoys — srvys — Sroyiys — droyiys — 2roys +
Sry? 4+ 2ry1ys +2ry2 — 2y — 2y1y2 — 2y3) (sgryo + sgrys + sgry> — sgyo —
Sgy1L — Sgy2 — 2sTyYo — STY1 + 280 + sy1 — 2rvyg — 3royoyr — 2rvyoye —
royi — royiye + 2ryo + ry1 — 20 — Y1)

Con base en esto, las frecuencias genotipicas en equilibrio Hardy-Weinberg de
la poblacién X, bajo condiciones ideales, se pueden comparar de las frecuencias
genotipicas predichas por el modelo v, tomando la distancia euclidiana en A3.

Un recurso matematico utilizado varias veces dentro del presente estudio fue
la saturacién de ideales, ver saturation en [3]. Sean I,J € Rxg,z1, 2] dos
ideales. Se define la saturacion de I respecto a J como el ideal

(I:J%°):=| J(I:J%.

(@

d=1

Si tenemos la descomposicién primaria I = ();_; A; entonces se tiene la nueva
descomposicién primaria

(I:0%)= (] A
JEVAL

La interpretacion geométrica de lo anterior es la siguiente:

V(I:J®)=V(I) V().



10.
11.
12.

13.

. N:

GLOSARIO DE SIMBOLOS

conjunto de niimeros naturales; convenimos que el nimero cero es un

numero natural

R:
R+
Ag
PR

conjunto de niimeros reales
: conjunto de ntimeros reales no negativos
: espacio afin de dimensién n sobre el campo R

: espacio proyectivo de dimension n sobre el campo R

Rz, x1,22] : anillo de polinomios en tres variables con coeficientes en el

campo R

€ :

=

(I:
(I:

V(I) : conjunto algebraico asociado al ideal I
VJ : radical del ideal J

< g1, -*,9gn > : ideal generado por los elementos g1, -, gn

J) : transportador
J>°) : saturacién del ideal I respecto del ideal J

pertenencia

: implicacion
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