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RESUMEN

En el presente trabajo analizamos cómo influye genéticamente una pobla-
ción estable de plantas Y sobre otra población X de la misma especie, ambas
infinitas. Dicha influencia se explica al suponer que la población Y es portadora
de gametos masculinos para la población X. Ambas poblaciones son diploides y
estudiamos un sólo gen con alelos A y a, de modo que los cigotos asociados son
AA, Aa y aa. En consecuencia, X y Y se representaron por ternas de números
reales, X = (x0, x1, x2) y Y = (y0, y1, y2), con coordenadas no negativas que
suman 1, que a su vez indican los porcentajes de los distintos genotipos en la
población.

Estudiamos dos casos: El primero no incluyó más parámetros que las coor-
denadas del punto Y = (y0, y1, y2). El segundo incluyó parámetros asociados a
la aptitud de los nuevos descendientes y al porcentaje de la población X que se
cruza consigo misma, teniendo por caso extremo la autofecundación.

Observemos que al trabajar sobre el plano proyectivo P2
R, ver [6], cualquier

punto suyo con coordenadas no negativas representa una población biológica.
Para aprovechar la simplicidad matemática, trabajamos sobre P2

R e hicimos las
siguientes identificaciones: Y = [y0 : y1 : y2] y X = [x0 : x1 : x2].

Para conocer cómo evoluciona la población X bajo su interacción con la
población Y en sucesivas generaciones, en cada caso, definimos un mapeo racional

P2
R → P2

R,

que produce la siguiente generación. Estas aplicaciones racionales constituyen
los “modelos” para ambos fenómenos.

Fue imprescindible conocer los puntos fijos y fundamentales de dichas fun-
ciones. Las poblaciones estables corresponden a puntos fijos.

Luego de analizar el primer caso bajo cierta aplicación racional ϕ1, obtuvi-
mos un único punto fundamental e1

2 sin relevancia biológica, y dos punto fijos
ζ, ξ; donde sólo ξ representa una población biológica. A esta última converge X.
Al trabajar en A3

R sobre el plano

PL = V(x0 + x1 + x2 − 1) ∼= A2
R,

deducimos que después de cada generación, la población actual avanza 1/4 de
la distancia euclideana que la separa de ξ.

1 las aplicaciones racionales que introduzcamos en este resumen serán explicadas en la
sección de “CONSTRUCCIÓN DE MODELOS”.

2 los puntos fundamentales y los puntos fijos de las aplicaciones racionales aqúı expuestos
los definiremos en la sección de “RESULTADOS”.
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El segundo caso también se analizó a través de una aplicación racional ψ, de
donde se obtuvo un único punto fundamental B y un único punto fijo ϑ al que
converge X.



ABSTRACT

In the current thesis, we show how a stable population Y acts on a popu-
lation X, both assumed infinite. For this purpose, we suppose that population
Y provides population X with male gametes. Both populations are diploid and
we study just one gene with alleles A and a; so the corresponding genotypes are
AA, Aa and aa. It is possible to set these populations by triples of nonegative
real numbers that sum 1. We did that and set X = (x0, x1, x2), Y = (y0, y1, y2);
so coordinates are percentages of genotypes of the population.

We gain advantage by thinking of populations as points of the projective
plane P2

R, see [6], so we have X = [x0 : x1 : x2] and Y = [y0 : y1 : y2].
We analyse two cases: the first one includes as parameters only the coordi-

nates of population Y . The second one also includes as parameters, fitness of
descendents and percentages of individuals resulting from outcrossing (between
individuals from X and Y ) and inbreeding.

We construct models in both cases. In fact, what we produce as models
rational maps of the projective plane, that produce the next generation. The
first case is modeled by the rational map

ϕ : P2
R → P2

R
3,

which has two fixed points (only of them of biological interest) and excludes
just one point from the domain. The biological fixed point of ϕ is an attractor
of

P2
R rH,

where H = V(x0+x1+x2−1). In this case, we also deduce the rate of convergence
of the generic point X, interpreted as a point of

H = V(x0 + x1 + x2 − 1) ∼= A2
R,

inside A3
R.

The second case is modeled by the rational map

ψ : P2
R → P2

R,

which has one fixed point of biological relevance and also excludes one point
from its domain. As simulations showed, the fixed point of ψ is an attractor of
the generic point X.

3 The rational maps introduced in this abstract will be explained in the section “CON-
STRUCCIÓN DE MODELOS”.
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INTRODUCCIÓN

Un álgebra genética es un R-álgebra Z con base {a1, ..., an}, cuyos ele-
mentos son los distintos alelos en un gen o bien los distintos genotipos asociados,
que se multiplican como a continuación se indica:

aiaj =
∑n

k=1 γijkak,

tal que 0 ≤ γijk ≤ 1 para todo i, j, k y tal que
∑n

k=1 γijk = 1

para i, j = 1, ..., n.
En este caso, el escalar γijk representa la probabilidad de que en la siguiente

generación el elemento ak se herede. A dicho número γijk también lo llamaremos
k-ésima coordenada de aiaj , y a la sucesión (γij1, · · · , γijn), vector de coorde-
nadas de aiaj .

Un elemento X ∈ Z representa una población, si su expresión como combi-
nación lineal de los elementos de Z

X = x0a1 + · · ·+ xn−1an

satisaface 0 ≤ xl−1 ≤ 1 para todo l = 1, ..., n; y
∑n

l=1 xl−1 = 1. Por lo tanto
xl−1 representa el porcentaje del alelo (genotipo) al dentro de la población, y
en consecuencia X se puede identificar con el punto [x0 : · · · : xn−1] ∈ Pn−1

R .
Ahora definiremos matrices que nos indiquen cómo se cruza un elemento

básico de Z con dicha población. Para esto, fijemos i ∈ {1, · · · , n} y dispongamos
los n vectores de coordenadas de aiaj , para j ∈ {1, · · · , n}, como los renglones
de una matriz cuadrada n× n. A dicha matriz la denotamos por Ai.

Fijemos nuevamente el ı́ndice i. Ya que Ai indica cómo se cruza el alelo
(genotipo) ai con la población X = x0a1 + .. + xn−1an; y ya que xi−1 indica
su porcentaje en relación con los otros alelos (genotipos), el producto matricial
(x0, · · · , xn−1)(xi−1Ai) representa una componente de la siguiente generación.
Como el ı́ndice i es arbitrario, la matriz

Ux =
n∑

i=1

xi−1Ai =




γ111x0 + · · ·+ γn11xn−1 · · · γ11nx0 + · · ·+ γn1nxn−1

· · · · · · · · ·
γ1n1x0 + · · ·+ γnn1xn−1 · · · γ1nnx0 + · · ·+ γnnnxn−1




es la matriz de cruzamiento de la población X, ver [13].
Dependiendo de que la población X se cruce consigo misma o que se cruce

con la población Y = y0a1 + · · · + yn−1an, se deben considerar los productos
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matriciales (x0, · · · , xn−1)Ux o bien (y0, · · · , yn−1)Ux para obtener la siguien-
te generación. Siendo X e Y poblaciones genéricas, se inducen los mapeos
racionales ϕ1, ϕ2 : Pn−1

R → Pn−1
R dados por ϕ1(X) = (x0, · · · , xn−1)Ux y por

ϕ2(X) = (y0, · · · , yn−1)Ux.



PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Sea Z el R-espacio vectorial de dimensión 3 con base {AA,Aa, aa}, cuyos e-
lementos son los genotipos de una población diploide de plantas. Cada población
de Z la representaremos por un punto del plano proyectivo.

Analizaremos dos poblaciones

X = [x0 : x1 : x2], Y = [y0 : y1 : y2] ∈ P2
R

que se distinguen por lo siguiente: la población Y provée de gametos masculinos
a la población X, mas no rećıprocamente. Asimismo, la población Y se supone
estable y también se supone que siempre viaja la misma cantidad de granos de
polen, en las mismas proporciones de haplotipos.

El objetivo es construir dos módelos matemáticos que indiquen cómo inter-
actúan las poblaciones X y Y , bajo dos condiciones distintas:

1. La población X sólo aporta gametos femeninos, lo que significa que es
fecundada completamente por gametos masculinos de la población Y .

2. Un porcentaje r de la población X es fecundada por granos de polen prove-
nientes de la población Y , mientras que el resto, 1 − r, se reproduce con
nativos (ahora śı se supone que la población X aporta gametos masculinos
y femeninos). Asimismo se consideran los siguientes parámetros:

s: porcentaje de individuos, del sector de la población X que se cruza
con nativos, que se reproducen por autofecundación. Es decir, s(1 − r)
indica el porcentaje de individuos de la población X que se reproducen
por autofecundación. Suponemos 0 < s < 1.

v: aptitud “relativa”4 de descendientes que provienen del cruzamiento en-
tre individuos de la población X e individuos de la población Y ; indica la
fertilidad de dichos individuos en relación a los otros descendientes.

Si no hubiéramos estandarizado a 1 la aptitud de los descendientes que
provienen de fecundación cruzada entre nativos de la población X, la
aptitud v habŕıa sido el cociente del número de descendientes fértiles

4 Aunque aparentemente no se ha considerado la aptitud de los descendientes que provienen
de fecundación cruzada entre nativos de la población X, la hemos estandarizado a 1 para
entender si los demás descendientes tienen ventajas ecológicas respecto a estos últimos. Por
ejemplo, si v > 1, entonces los descendientes que procenden de fecundación entre inividuos
de X e individuos de Y son más fértiles que los descendientes que provienen de fecundación
entre nativos de la población X.
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que provienen de fecundación entre individuos de la población X e in-
dividuos de la población Y sobre el número total de descendientes que
provienen de fecundación entre individuos de la población X e individuos
de la población Y . Aśı, al estandarizar a 1 la aptitud de los descendientes
que provienen de fecundación cruzada entre nativos de la población X, v
es un cociente entre aptitudes.

Suponemos v ∈ R+ r {0, 1}.
g: aptitud “relativa”5 de descendientes que provienen de la autofecun-
dación de individuos de la población X.

Dichos modelos deben contestar las siguientes preguntas:

1. ¿Cuáles son las frecuencias genot́ıpicas de la siguiente generación?

2. ¿La población inicial converge a otra?

3. ¿Existe alguna población estable?, y si es aśı, ¿cuál es?

4. Dentro de las poblaciones estables, ¿hay alguna atractora?

5. ¿Cuál es la dinámica transitoria?

5 Se debe interpretar del mismo modo como se interpretó la aptitud v.



MÉTODOS

El presente trabajo es teórico, puesto que no se analizó ninguna población
espećıfica. Este es el mecanismo para construir un modelo con la generalidad su-
ficiente que permita aplicar los resultados a una amplia variedad de fenómenos.

Las herramientas que nos permitieron modelar los fenómenos citados fueron
Álgebra Lineal, Álgebra Conmutativa y Geometŕıa Algebraica.

La mayoŕıa de los cálculos fueron realizados con el paquete Macaulay2, que
permite trabajar sin ambigüedad sobre el anillo de polinomios Q[x0, x1, x2].
También se realizaron simulaciones en Excel que verificaron los resultados predi-
chos con rigor matemático.
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Las siguientes matrices, que indican cómo se cruzan los distintos genotipos
de Z bajo herencia Mendeliana simple, resumen los requisitos impuestos ante-
riormente para tener un R-álgebra genética, puesto que para cada una de ellas,
la suma de los números por renglón es 1:

AA =




1 0 0
1
2

1
2 0

0 1 0


 , Aa =




1
2

1
2 0

1
4

1
2

1
4

0 1
2

1
2


 , aa =




0 1 0
0 1

2
1
2

0 0 1


 .

La siguiente matriz indica cómo se autofecunda un individuo:

S =




1 0 0
1
4

1
2

1
4

0 0 1


 .

Construcción de modelos

1. X es fecundada completamente por Y .

En este caso, se supone que ningún individuo de X se cruza con ningún
otro nativo. Por eso, su matriz de cruzamiento es la más simple de todas:

Ux = x0AA + x1Aa + x2aa =




x0 + 1
2x1

1
2x1 + x2 0

1
2x0 + 1

4x1
1
2x0 + 1

2x1 + 1
2x2

1
4x1 + 1

2x2

0 x0 + 1
2x1

1
2x1 + x2




El mapeo
ϕ

X → (y0, y1, y2)Ux

produce la siguiente generación de X.

Observe que si definimos la matriz

Uy = y0AA + y1Aa + y2aa =




y0 + 1
2y1

1
2y1 + y2 0

1
2y0 + 1

4y1
1
2y0 + 1

2y1 + 1
2y2

1
4y1 + 1

2y2

0 y0 + 1
2y1

1
2y1 + y2



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entonces (y0, y1, y2)Ux = (x0, x1, x2)Uy. La ganancia de trabajar con la
función

ϕ′

X → (x0, x1, x2)Uy

es que tenemos un modelo lineal.

2. X e Y interactúan con todos los parámetros expuestos en la sección ante-
rior.

Mostraremos cómo obtener la siguiente generación

Z = z0(AA) + z1(Aa) + z2(aa)

de X bajo su interacción con la población Y . Para esto es conveniente
introducir el parámetro de homogeneización h = x0 + x1 + x2, que no
altera la interpretación biológica del fenómeno, pues en ese caso h = 1,
ver [1]:

(z0, z1, z2) = rvh(y0, y1, y2)Ux + (1− r)(x0, x1, x2)[sghS + (1− s)Ux]

Dada la relación anterior, definimos el siguiente mapeo racional cuadrático
que proporciona la siguiente generación de X:

ψ
X → (z0, z1, z2)



RESULTADOS

Primer caso: X es fecundada completamente por Y

Sean X = x0(AA) + x1(Aa) + x2(aa) e Y = y0(AA) + y1(Aa) + y2(aa) dos
poblaciones de Z. Suponemos que dichas poblaciones, X e Y , son puntos de
PL = V(x0 + x1 + x2 − 1) ⊆ A3

R.
Dada la relación

(y0, y1, y2)Ux = (x0, x1, x2)Uy,

podemos proceder de dos formas distintas para entender dicho fenómeno.
Como las coordenadas de Y = (y0, y1, y2) son los únicos parámetros consi-

derados, analizar la influencia genética de Y sobre X a través de la matriz Uy

es lo más adecuado, puesto que dicho planteamiento es lineal.
Los vectores caracteŕısticos de Uy son

E1 = (1,−2, 1),
E2 = (2(2y0 + y1),−4(y0 − y2),−2(y1 + 2y2)),

E3 = ((2y0 + y1)2, 2(2y0 + y1)(y1 + 2y2), (y1 + 2y2)2)

donde E1 ↔ 0, E2 ↔ 1
2 , E3 ↔ 1.

Esto quiere decir que existen tres puntos fijos en PL bajo la restricción ϕ′|PL ,
donde

ϕ′(X) = (x0, x1, x2)Uy.

Como el valor caracteŕıstico dominante es 1, todo punto X ∈ PL, distinto de E1

y E2, converge a

ξ = [(2y0 + y1)2 : 2(2y0 + y1)(y1 + 2y2) : (y1 + 2y2)2].

Si definimos p′ = 2y0 + y1 y q′ = y1 + 2y2, tendremos

ξ = [p′2 : 2p′q′ : q′2].

Estas son las frecuencias cigóticas en equilibrio Hardy-Weinberg de Y .
Abordemos el mismo problema por métodos cuadráticos:
Consideremos la matriz Ux, que define el mapeo racional ϕ : P2

R → P2
R dado

por la asignación (x0, x1, x2) 7→ (z0, z1, z2) = (y0, y1, y2)Ux, donde

1. z0 = (2y0 + y1)(2x0 + x1)

2. z1 = 2[(y1 + 2y2)x0 + (y0 + y1 + y2)x1 + (2y0 + y1)x2]
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3. z2 = (y1 + 2y2)(x1 + 2x2)

Si Z = [z0 : z1 : z2], lo anterior se resume aśı:

ϕ
X 7→ Z

Dado que Y es fijo, sus coordenadas pueden considerarse como parámetros del
modelo.

Considere el ideal homogéneo J = < z0, z1, z2 > ⊆ R[x0, x1, x2]. El conjunto
de puntos fundamentales de ϕ es el conjunto algebraico V(

√
J) ⊆ P2

R. El ideal√
J admite al siguiente conjunto de generadores:

1. (y1 + 2y2)(x1 + 2x2)

2. (y0 − y2)(x1 + 2x2)

3. (y1 + 2y2)(x0 − x2)

4. (y0 − y2)(x0 − x2)

En el sistema homogéneo asociado, si y1 + 2y2 6= 0 ó si y0 − y2 6= 0, obtenemos
la única solución x0 = x2 = 1, x1 = −2. Esto es, el único punto fundamental de
ϕ es el punto [1 : −2 : 1], lo cual se verifica fácilmente si interpretamos a dicha
función como un morfismo de variedades af́ınes A3

R → A3
R, ya que en este caso

ϕ(1,−2, 1) = (0, 0, 0).

Considere el ideal I generado por los menores 2 × 2 de la matriz 2 × 3, cuyos
renglones son los puntos (x0, x1, x2) y (z0, z1, z2). El conjunto algebraico V(I)
está constitúıdo por todos los puntos fijos y fundamentales de ϕ, por lo que

el conjunto de ceros de K =
√

(I :
√

J
∞

) =
√⋃∞

d=1(I :
√

J
d
) consiste de la

cerradura de los puntos fijos de ϕ. El ideal K admite al siguiente conjunto de
generadores:

1. (y1 + 2y2)2x0 − (2y0 + y1)(y1 + 2y2)x1 + (2y0 + y1)2x2

2. (2y1x0x2 + 4y2x0x2− y1x
2
1− 2y2x

2
1 + 2y0x1x2− 2y2x1x2 + 4y2x

2
2 + 2y1x

2
2)

3. y1x0x1 + 2y2x0x1 − 4y0x0x2 + 4y2x0x2 − 2y0x1x2 − y1x1x2

4. y1x
2
0 + 2y2x

2
0 − y0x0x1 + y2x0x1 + 2y0x0x2 − 2y2x0x2 − y0x

2
1 + y2x

2
1 −

y0x1x2 + y2x1x2 − 2y0x
2
2 − y1x

2
2

5. (4x0x2 − x2
1)(x0 + x1 + x2)

El sistema de ecuaciones polinomiales asociado se puede resolver considerando
las ecuaciones

(y1 + 2y2)2x0 − (2y0 + y1)(y1 + 2y2)x1 + (2y0 + y1)2x2 = 0 (0.1)
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(4x0x2 − x2
1)(x0 + x1 + x2) = 0 (0.2)

La ecuación (0.2) implica 4x0x2−x2
1 = 0 ó x0 +x1 +x2 = 0. Para cada caso

se obtiene una única solución:

1. Caso 1: 4x0x2 − x2
1 = 0.

De las ternas (ξ0, ξ1, ξ2) que resuelven el sistema, elegimos una donde
ξ1 = 1. De la ecuación (0.2) obtenemos ξ0 = 1

4ξ2
. Sustituyendo dichos

valores en la ecuación (0.1) obtenemos la igualdad 4p′2ξ2
2−4p′q′ξ2+q′2 = 0.

Observe que el discriminante de la ecuación 4p′2x2
2 − 4p′q′x2 + q′2 = 0 es

D = 0. Por lo tanto, ξ2 = q′

2p′ . Esto produce la solución

ξ = [p′2 : 2p′q′ : q′2].

Observe que obtuvimos la misma solución que cuando abordamos el fenómeno
a través de métodos lineales.

2. Caso 2: x0 + x1 + x2 = 0.

De las ternas (ζ0, ζ1, ζ2) que resuelven el sistema, elegimos aquella donde
ζ1 = 1. De la ecuación (0.2) obtenemos ζ0 = −ζ2− 1. Sustituyendo dichos
valores en la ecuación (0.1) obtenemos ζ2 = p′q′+q′2

p′2−q′2 . Esto produce la
solución

ζ = [−p′(q′ + p′) : p′2 − q′2 : q′(p′ + q′)]

Se verifica fácilmente con “Macaulay2” que ξ, ζ ∈ V(K).
Ahora denotemos por p = 2x0 + x1 y por q = x1 + 2x2 a las frecuencias

alélicas de A y a dentro de la población X.
El polinomio caracteŕıstico de U es

χ(U, λ) = −(
λ− h

2
)
(
λ− h

)(
λ
)
,

de donde se obtienen los vectores caracteŕısticos

e1 = (1,−2, 1),
e2 = (2p,−4(x0 − x2),−2q),

e3 = (p2, 2pq, q2)

y donde e1 ↔ 0, e2 ↔ 1
2h, e3 ↔ h.

Claramente el vector e2 parametriza la recta H = V(x0 + x1 + x2), pues

2p− 4(x0 − x2)− 2q = 2(2x0 + x1)− 4(x0 − x2)− 2(x1 + 2x2) = 0;

asimismo el vector caracteŕıstico e3 parametriza la cónica C = V(4x0x2 − x2
1),

ya que
4(p)2(q)2 − (2pq)2 = 0.
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Se tienen las siguientes relaciones

2hZ = 2h′hX − 1
2
h′Ce1 + fe3 (0.3)

2h′2Z =
1
2
h′hξ + fζ (0.4)

donde h = x0+x1+x2, h′ = y0+y1+y2 y f = − 1
4q′x0+ 1

8 (p′−q′)x1+ 1
4p′x2.

Una verificación directa demuestra que V(f) es la recta determinada por los
puntos e1 = [1 : −2 : 1] y ξ = [p′2 : 2p′q′ : q′2]. Asimismo es fácil verificar que la
recta H es tangente a la cónica C en el punto e1.

Las siguientes relaciones se pueden verificar directamente:

1. h(Z) = h(z0, z1, z2) = h′h

2. f(Z) = f(z0, z1, z2) = 1
2h′f

3. C(Z) = C(z0, z1, z2) = −4f2

Por lo anterior, deducimos:

1. Z ∈ H si X ∈ H

2. Z ∈ V(f) si X ∈ V(f)

3. Z ∈ C si X ∈ V(f)

4. Z = e1 si Y ∈ h′

La primera condición afirma que un punto de la recta H siempre se mueve a lo
largo de ella al iterar la función ϕ. La segunda y la tercera condición afirman
que si X es un punto de la recta V(f), entonces su siguiente generación converge
a ξ o a e1 en un sólo paso. La cuarta condición es clara, aunque no tiene ninguna
implicación biológica.

Para precisar más, la ecuación (0,4) implica lo que sigue:

1. X ∈ V(f) ⇒ Z = ξ

2. X ∈ H ⇒ Z = ζ

Es decir, un punto X ∈ V(f) − {[1 : −2 : 1]} converge a ξ en un sólo paso,
y un punto X ∈ V(h) − {[1 : −2 : 1]} converge a ζ en un sólo paso. Esto nos
indica que ξ es un atractor de V(f) r {[1 : −2 : 1]} y que ζ es un atractor de
V(h)r {[1 : −2 : 1]}.

Definimos inductivamente la sucesión {Zn}n∈N como sigue:

1. Z0 = Z = ϕ(X)

2. Zn = ϕn+1(X)
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Proposición 1: Se tienen las siguientes relaciones:

f(Zn) =
1

2n+1
h′n+1f(X)

C(Zn) = − 1
22n−2

h′2nf2(X)

Demostración 1: Dichas relaciones son claras, pues las igualdades

f(Z) = f(z0, z1, z2) =
1
2
h′f

C(Z) = C(z0, z1, z2) = −4f2

se satisfacen para un punto genérico X. ¥

Proposición 2: Bajo la aplicación racional ϕ, ξ = (p′2 : 2p′q′ : q′2) es un punto
atractor del plano V(x0+x1+x2−1). Para esto también se requiere Y ∈ P2

RrH.

Demostración 2: Bajo las hipótesis impuestas, la PROPOSICIÓN 1 garan-
tiza que cualquier punto X ∈ V(x0 + x1 + x2 − 1) converge al punto fijo
ξ = (p′2, 2p′q′, q′2) o bien al punto e1 = (1,−2, 1). Sin embargo, queda descar-
tado el punto e1 = (1,−2, 1), puesto que el siguiente sistema de ecuaciones
polinomiales no tiene solución:

z0 − 1 = 0,

z1 + 2 = 0,

z2 − 1 = 0;

donde z0, z1 y z2 son las coordenadas del punto

ϕ(x0, x1, x2) = (y0, y1, y2)Ux,

previamente definido. ¥

Corolario 1: Bajo las condiciones previas, el punto genérico

X = (x0, x1, x2) ∈ V(x0 + x1 + x2 − 1)

converge al punto fijo ξ = (p′2, 2p′q′, q′2), avanzando en cada generación, 1/4 de
la distancia euclideana que lo separa del punto fijo ξ.

Demostración 3: Por la PROPOSICIÓN 1 tenemos

f(Zn) =
1

2n+1
f(X)

f(Zn+1) =
1

2(n+1)+1
f(X)
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de donde obtenemos que del punto Zn al punto Zn+1, la n-ésima generación de
X se acerca a la recta V(f) la mitad de la distancia que lo separaba. También
de la PROPOSICIÓN 1, se tienen las relaciones

C(Zn) = − 1
22n−2

f2(X)

C(Zn+1) = − 1
22(n+1)−2

f2(X)

de donde deducimos que del punto Zn al punto Zn+1, la n-ésima generación de
X se acerca a la cónica C la cuarta parte de la distancia que lo separaba.

Para concluir, observemos que el número n ∈ N es arbitrario. ¥

Segundo caso: Se incluyen los parámetros r, s, g y v.

Dadas dos poblaciones X = [x0 : x1 : x2] e Y = [y0 : y1 : y2] del plano
proyectivo, se define el mapeo racional ψ : P2

R → P2
R dado por la asignación

X 7→ Z = [z0 : z1 : z2], donde

(z0, z1, z2) = rvh(y0, y1, y2)Ux + (1− r)(x0, x1, x2)[sghS + (1− s)Ux].

Las siguientes igualdades se verifican con el sistema de cómputo Macaulay2:

1. z0 = −4sgrx2
0−5sgrx0x1−4sgrx0x2−sgrx2

1−sgrx1x2+4sgx2
0+5sgx0x1+

4sgx0x2 +sgx2
1 +sgx1x2 +4srx2

0 +4srx0x1 +srx2
1−4sx2

0−4sx0x1−sx2
1 +

4rvy0x
2
0 + 6rvy0x0x1 + 4rvy0x0x2 + 2rvy0x

2
1 + 2rvy0x1x2 + 2rvy1x

2
0 +

3rvy1x0x1 +2rvy1x0x2 +rvy1x
2
1 +rvy1x1x2−4rx2

0−4rx0x1−rx2
1 +4x2

0 +
4x0x1 + x2

1

2. z1 = −sgrx0x1 − sgrx2
1 − sgrx1x2 + sgx0x1 + sgx2

1 + sgx1x2 + 2srx0x1 +
4srx0x2 + srx2

1 +2srx1x2− 2sx0x1− 4sx0x2− sx2
1− 2sx1x2 + rvy0x0x1 +

2rvy0x0x2+rvy0x
2
1+3rvy0x1x2+2rvy0x

2
2+rvy1x

2
0+2rvy1x0x1+2rvy1x0x2+

rvy1x
2
1+2rvy1x1x2+rvy1x

2
2+2rvy2x

2
0+3rvy2x0x1+2rvy2x0x2+rvy2x

2
1+

rvy2x1x2− 2rx0x1− 4rx0x2− rx2
1− 2rx1x2 +2x0x1 +4x0x2 +x2

1 +2x1x2

3. z2 = −sgrx0x1−4sgrx0x2−sgrx2
1−5sgrx1x2−4sgrx2

2+sgx0x1+4sgx0x2+
sgx2

1 +5sgx1x2 +4sgx2
2 + srx2

1 +4srx1x2 +4srx2
2− sx2

1− 4sx1x2− 4sx2
2 +

rvy1x0x1 + 2rvy1x0x2 + rvy1x
2
1 + 3rvy1x1x2 + 2rvy1x

2
2 + 2rvy2x0x1 +

4rvy2x0x2 +2rvy2x
2
1 +6rvy2x1x2 +4rvy2x

2
2− rx2

1− 4rx1x2− 4rx2
2 +x2

1 +
4x1x2 + 4x2

2

Sea J = < z0, z1, z2 >. El conjunto de puntos fundamentales de ψ es V(
√

J),
donde un conjunto de generadores de

√
J es

1. (x0 + x1 + x2)2(x1 + 2x2)

2. (x0 + x1 + x2)2(x0 − 2x1 − 5x2)

3. (srx2
1 +4srx1x2 +4srx2

2−sx2
1−4sx1x2−4sx2

2−grx0x1−grx2
1−grx1x2 +

gx0x1 + gx2
1 + gx1x2 − 2rvy0x0x2 − 2rvy0x1x2 − 2rvy0x

2
2 + rvy1x0x1 +

rvy1x
2
1 + rvy1x1x2 + 2rvy2x0x1 + 2rvy2x0x2 + 2rvy2x

2
1 + 4rvy2x1x2 +

2rvy2x
2
2 − rx2

1 − 4rx1x2 − 4rx2
2 + x2

1 + 4x1x2 + 4x2
2)(x1 + 2x2)3
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4. (s− 1)(r − 1)(x0 + x1 + x2)(x1 + 2x2)3

5. (4sgrx0x1x
2
2 + 8sgrx0x

3
2 + 4sgrx2

1x
2
2 + 12sgrx1x

3
2 + 8sgrx4

2− 4sgx0x1x
2
2−

8sgx0x
3
2−4sgx2

1x
2
2−12sgx1x

3
2−8sgx4

2−4srx0x
2
1x2−24srx0x1x

2
2−32srx0x

3
2+

srx4
1 + 6srx3

1x2 + 8srx2
1x

2
2 + 4sx0x

2
1x2 + 24sx0x1x

2
2 + 32sx0x

3
2 − sx4

1 −
6sx3

1x2− 8sx2
1x

2
2− grx0x

3
1− 6grx0x

2
1x2− 12grx0x1x

2
2− 8grx0x

3
2− grx4

1−
7grx3

1x2−18grx2
1x

2
2−20grx1x

3
2−8grx4

2+gx0x
3
1+6gx0x

2
1x2+12gx0x1x

2
2+

8gx0x
3
2 + gx4

1 + 7gx3
1x2 + 18gx2

1x
2
2 + 20gx1x

3
2 + 8gx4

2 − 2rvy0x0x
2
1x2 −

12rvy0x0x1x
2
2 − 16rvy0x0x

3
2 − 2rvy0x

3
1x2 − 14rvy0x

2
1x

2
2 − 28rvy0x1x

3
2 −

16rvy0x
4
2− 4rvy1x

2
0x

2
2 + rvy1x0x

3
1 + 6rvy1x0x

2
1x2− 8rvy1x0x

3
2 + rvy1x

4
1 +

7rvy1x
3
1x2+10rvy1x

2
1x

2
2−4rvy1x

4
2−8rvy2x

2
0x

2
2+2rvy2x0x

3
1+14rvy2x0x

2
1x2+

12rvy2x0x1x
2
2+2rvy2x

4
1+16rvy2x

3
1x2+34rvy2x

2
1x

2
2+28rvy2x1x

3
2+8rvy2x

4
2+

4rx0x
2
1x2 + 24rx0x1x

2
2 + 32rx0x

3
2 − rx4

1 − 6rx3
1x2 − 8rx2

1x
2
2 − 4x0x

2
1x2 −

24x0x1x
2
2 − 32x0x

3
2 + x4

1 + 6x3
1x2 + 8x2

1x
2
2)

6. (sgrx0x
2
1+2sgrx0x1x2+sgrx3

1+3sgrx2
1x2+2sgrx1x

2
2−sgx0x

2
1−2sgx0x1x2−

sgx3
1 − 3sgx2

1x2 − 2sgx1x
2
2 + 4srx0x1x2 + 8srx0x

2
2 − srx3

1 − 2srx2
1x2 −

4sx0x1x2−8sx0x
2
2+sx3

1+2sx2
1x2+2rvy0x0x1x2+4rvy0x0x

2
2+2rvy0x

2
1x2+

6rvy0x1x
2
2+4rvy0x

3
2+2rvy1x

2
0x2−rvy1x0x

2
1+2rvy1x0x1x2+4rvy1x0x

2
2−

rvy1x
3
1 − rvy1x

2
1x2 + 2rvy1x1x

2
2 + 2rvy1x

3
2 + 4rvy2x

2
0x2 − 2rvy2x0x

2
1 +

2rvy2x0x1x2+4rvy2x0x
2
2−2rvy2x

3
1−4rvy2x

2
1x2−2rvy2x1x

2
2−4rx0x1x2−

8rx0x
2
2 + rx3

1 + 2rx2
1x2 + 4x0x1x2 + 8x0x

2
2 − x3

1 − 2x2
1x2)

7. (2sgrx0x2 +2sgrx1x2 +2sgrx2
2− 2sgx0x2− 2sgx1x2− 2sgx2

2− 4srx0x2 +
srx2

1 + 4sx0x2 − sx2
1 − 4rvy0x0x2 − 4rvy0x1x2 − 4rvy0x

2
2 − 4rvy1x0x2 −

4rvy1x1x2−4rvy1x
2
2−4rvy2x0x2−4rvy2x1x2−4rvy2x

2
2 +4rx0x2−rx2

1−
4x0x2 + x2

1)(x0 + x1 + x2)

Un punto [a0 : a1 : a2] ∈ P2
R pertenece a V(x1 + 2x2, x0 − 2x1 − 5x2) si y sólo

si [a0 : a1 : a2] = [1 : −2 : 1]. En consecuencia, todos los puntos fundamentales
de ψ pertenecen a H = V(x0 + x1 + x2). El punto B = [1 : −2 : 1] es uno de
ellos, ya que al interpretar la función ψ como un morfismo de variedades af́ınes
A3
R → A3

R, tenemos

ψ(1,−2, 1) = (0, 0, 0);

dicho cálculo también se puede verificar con Macaulay2.

Proposición 3: La función ψ tiene un único punto fundamental.

Demostración 4: Sea G el ideal generado por los menores 2× 2 de la matriz
2 × 3 cuyos renglones son X y B. G es el ideal del punto B, puesto que el
conjunto de generadores

x0 − x2

−2x0 − x1

x1 + 2x2

tiene al punto B como conjunto algebraico asociado en el plano proyectivo.
Un conjunto de generadores para (

√
J : G∞) es
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1. (x0 + x1 + x2)2

2. (s− 1)2(r − 1)2

3. srx2
1 +4srx1x2 +4srx2

2− sx2
1−4sx1x2−4sx2

2− grx0x1− grx2
1− grx1x2 +

gx0x1 + gx2
1 + gx1x2 − 2rvy0x0x2 − 2rvy0x1x2 − 2rvy0x

2
2 + rvy1x0x1 +

rvy1x
2
1 + rvy1x1x2 + 2rvy2x0x1 + 2rvy2x0x2 + 2rvy2x

2
1 + 4rvy2x1x2 +

2rvy2x
2
2 − rx2

1 − 4rx1x2 − 4rx2
2 + x2

1 + 4x1x2 + 4x2
2

4. (s− 1)(r − 1)(x0 + x1 + x2)

Observe que el segundo generador no se anula a menos que los parámetros s y r
tengan valores cŕıticos; no obstante dichos valores están exclúıdos en el presente
estudio. ¥

Considere el ideal I generado por los menores 2× 2 de la matriz 2× 3, cuyos
renglones son los puntos X y Z. El conjunto algebraico V(I) contiene todos
los puntos fijos y fundamentales de ψ, mientras que el conjunto de ceros de

K =
√

(I :
√

J
∞

) =
√⋃∞

d=1(I :
√

J
d
) contiene solamente la cerradura de los

puntos fijos. Un conjunto de generadores para K es:

1. η1 = y0x1 + 2y0x2 − y1x0 + y1x2 − 2y2x0 − y2x1

2. η2 = sgrx0x1+sgrx2
1+sgrx1x2−sgx0x1−sgx2

1−sgx1x2+4srx0x2−srx2
1−

4sx0x2 + sx2
1 + 4rvy0x0x2 − 4rvy0x

2
2 − rvy1x0x1 + 6rvy1x0x2 − rvy1x

2
1 +

rvy1x1x2 − 2rvy1x
2
2 − 2rvy2x0x1 + 8rvy2x0x2 − 2rvy2x

2
1 + 2rvy2x1x2 −

4rx0x2 + rx2
1 + 4x0x2 − x2

1

3. η3 = sgry0x2 − 1
2sgry1x0 − 1

2sgry1x1 + 1
2sgry1x2 − sgry2x0 − sgry2x1 −

sgy0x2 + 1
2sgy1x0 + 1

2sgy1x1 − 1
2sgy1x2 + sgy2x0 + sgy2x1 − 2sry0x2 +

1
2sry1x1−sry1x2 +sry2x1 +2sy0x2− 1

2sy1x1 +sy1x2−sy2x1−2rvy2
0x2−

4rvy0y1x2 − 4rvy0y2x2 + 1
2rvy2

1x0 + 1
2rvy2

1x1 − 3
2rvy2

1x2 + 2rvy1y2x0 +
2rvy1y2x1− 2rvy1y2x2 + 2rvy2

2x0 + 2rvy2
2x1 + 2ry0x2− 1

2ry1x1 + ry1x2−
ry2x1 − 2y0x2 + 1

2y1x1 − y1x2 + y2x1

Proposición 4: El conjunto algebraico V(K) está compuesto por un sólo pun-
to.

Demostración 5: Sean ω = < η1, η3 > y ν = < η2 >. Tenemos

(ω : ν) = < y1 + 2y2, y0 − y2 > .

Por lo tanto, si y1 + 2y2 6= 0 o si y0 − y2 6= 0, entonces (ω : ν) = < 1 >. De
lo contrario, Y = B; pero esto no ocurre porque Y es un punto con relevancia
biológica. En consecuencia, el sistema homogéneo de ecuaciones polinomiales

η1 = 0
η2 = 0
η3 = 0
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se reduce al siguiente:

η1 = 0
η3 = 0

Como V(η1) y V(η3) son rectas en el plano proyectivo, el Teorema de Bézout
garantiza una única solución. ¥

Corolario 2: La función ψ tiene un único punto fijo.

Demostración 6: Resolviendo el sistema de ecuaciones

η1 = 0
η3 = 0

se verifica fácilmente que las coordenadas del punto fijo de ψ son

1. ϑ0 = (sgry0 + sgry1 + sgry2− sgy0− sgy1− sgy2− 2sry0− sry1 + 2sy0 +
sy1 − 2rvy2

0 − 3rvy0y1 − 2rvy0y2 − rvy2
1 − rvy1y2 + 2ry0 + ry1 − 2y0 −

y1)((sgr − sg)(y2
0 + 3

2y0y1 + y0y2 + 1
2y2

1 + 1
2y1y2) + (1 − r)(s − 1)(2y2

0 +
2y0y1 + 1

2y2
1)− rv(2y3

0 + 4y2
0y1 + 2y2

0y2 + 5
2y0y

2
1 + 2y0y1y2 + 1

2y3
1 + 1

2y2
1y2))

2. ϑ1 = (−2sry1−4sry2+2sy1+4sy2−2rvy0y1−4rvy0y2−2rvy2
1−6rvy1y2−

4rvy2
2 + 2ry1 + 4ry2 − 2y1 − 4y2)((sgr − sg)(y2

0 + 3
2y0y1 + y0y2 + 1

2y2
1 +

1
2y1y2) + (1 − r)(s − 1)(2y2

0 + 2y0y1 + 1
2y2

1) − rv(2y3
0 + 4y2

0y1 + 2y2
0y2 +

5
2y0y

2
1 + 2y0y1y2 + 1

2y3
1 + 1

2y2
1y2))

3. ϑ2 = ( 1
2sgry0y1+sgry0y2+ 1

2sgry2
1+ 3

2sgry1y2+sgry2
2− 1

2sgy0y1−sgy0y2−
1
2sgy2

1− 3
2sgy1y2−sgy2

2− 1
2sry2

1−2sry1y2−2sry2
2 + 1

2sy2
1 +2sy1y2 +2sy2

2−
1
2rvy0y

2
1 − 2rvy0y1y2 − 2rvy0y

2
2 − 1

2rvy3
1 − 5

2rvy2
1y2 − 4rvy1y

2
2 − 2rvy3

2 +
1
2ry2

1 +2ry1y2 +2ry2
2 − 1

2y2
1 − 2y1y2− 2y2

2)(sgry0 + sgry1 + sgry2− sgy0−
sgy1 − sgy2 − 2sry0 − sry1 + 2sy0 + sy1 − 2rvy2

0 − 3rvy0y1 − 2rvy0y2 −
rvy2

1 − rvy1y2 + 2ry0 + ry1 − 2y0 − y1) ¥

Proposición 5: Todo punto del conjunto H r B se mueve sobre la recta H
bajo la aplicación racional ψ.

Demostración 7: Se verifica con “Macaulay2” que la evaluación

h(Z) = h(z0, z1, z2)

tiene como factor al polinomio h2. ¥

Proposición 6: El punto B = [1 : −2 : 1] es un atractor de H r B. Más aún,
todo punto de H r B converge al punto B bajo la plicación racional ψ en un
sólo paso.
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Demostración 8: Se verifica fácilmente con “Macaulay2” una relación polino-
mial entre los puntos X, Z, q y B, del tipo

Z = γ1X + γ2ϑ + γ3B

donde γ1 y γ2 tienen como factor al polinomio

x0 + x1 + x2.

¥



SIMULACIONES

En esta sección, mostraremos cómo evolucinan diez poblaciones, en tres cir-
cunstancias distintas, bajo la influencia de la población estable

Y = [0,36 : 0,48 : 0,16]

a lo largo de 215 generaciones. En cada caso, el punto fijo esperado (Pf,e) es
el único punto fijo predicho por el modelo, calculado con el sistema de cómputo
Macaulay2; y el punto fijo de simulación (Pf,s) es el punto fijo encontrado
en las simulaciones realizadas.

Los análisis se presentarán por medio de tablas que indican la población
inicial (X); el punto fijo esperado; el punto fijo de simulación; el número
correspondiente a la primera generación estable, Estabilidad; y la distancia
euclideana (δ) entre el punto fijo esperado y el punto fijo de simulación,
aunque para esto interpretaremos a dichos puntos como puntos del plano

PL = V(x0 + x1 + x2 − 1) ∼= A2
R.

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
La tabla 1 muestra la evolución de diez poblaciones distintas bajo la influencia

genética de la población estable

Y = [0,36 : 0,48 : 0,16],

cuyas coordenadas son los únicos parámetros considerados.

X Pf,e Pf,s Estabilidad δ
[0,5 : 1 : 1,5] Y Y 50 0

[0,25 : 0,5 : 0,5] Y Y 50 0
[0,25 : 0,75 : 0,25] Y Y 49 0
[0,16 : 1,28 : 2,56] Y Y 51 0
[0,49 : 1,82 : 1,69] Y Y 51 0
[1,96 : 1,68 : 0,36] Y Y 49 0

[1 : 2 : 1] Y Y 49 0
[0,35 : 0,476 : 0,174] Y Y 46 0

[0,078 : 0,3221 : 0,5999] Y Y 51 0
[0,6731 : 0,001 : 0,3259] Y Y 49 0

Tabla 1
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−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
La tabla 2 muestra la evolución de diez poblaciones distintas bajo la influencia

genética de la población estable

Y = [0,36 : 0,48 : 0,16].

Se tienen los parámetros

r = 0,34; s = 0,21; g = 0,42; v = 0,74;

aśı como las coordenadas del punto Y . En cada caso, el punto fijo esperado es

Pf,e = ϑe = [ϑe0 : ϑe1 : ϑe2 ];

donde ϑe0 = 0,368708862, ϑe1 = 0,462582147, ϑe2 = 0,168708989; y el punto fijo de
simulación es

Pf,s = ϑs = [ϑs0 : ϑs1 : ϑs2 ];

donde ϑs0 = 0,368708874, ϑs1 = 0,462582252, ϑs2 = 0,168708874.
Observe que

√
(ϑs0 − ϑe0)

2 + (ϑs1 − ϑe1)
2 + (ϑs2 − ϑe2)

2 = 1,56× 10−7.

X Pf,e Pf,s Estabilidad δ
[0,5 : 1 : 1,5] ϑe ϑs 211 1,56× 10−7

[0,25 : 0,5 : 0,5] ϑe ϑs 209 1,56× 10−7

[0,25 : 0,75 : 0,25] ϑe ϑs 205 1,56× 10−7

[0,16 : 1,28 : 2,56] ϑe ϑs 213 1,56× 10−7

[0,49 : 1,82 : 1,69] ϑe ϑs 211 1,56× 10−7

[1,96 : 1,68 : 0,36] ϑe ϑs 206 1,56× 10−7

[1 : 2 : 1] ϑe ϑs 205 1,56× 10−7

[0,35 : 0,476 : 0,174] ϑe ϑs 192 1,56× 10−7

[0,078 : 0,3221 : 0,5999] ϑe ϑs 213 1,56× 10−7

[0,6731 : 0,001 : 0,3259] ϑe ϑs 200 1,56× 10−7

Tabla 2

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
La tabla 3 muestra la evolución de diez poblaciones distintas bajo la influencia

genética de la población estable

Y = [0,36 : 0,48 : 0,16].

Se tienen los parámetros

r = 0,99; s = 0,99; g = 0,001; v = 0,01;

aśı como las coordenadas del punto Y . En cada caso, el punto fijo esperado es

Pf,e = ϑe = [ϑe0 : ϑe1 : ϑe2 ];

donde ϑe0 = 0,3601188098376809, ϑe1 = 0,479762546771594, y ϑe2 = 0,160118643390724;
y el punto fijo de simulación es

Pf,s = ϑs = [ϑs0 : ϑs1 : ϑs2 ],
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donde ϑs0 = 0,360118741223091, ϑs1 = 0,479762517553812 y ϑs2 = 0,160118741223096.
Observe que

√
(ϑs0 − ϑe0)

2 + (ϑs1 − ϑe1)
2 + (ϑs2 − ϑe2)

2 = 1,230× 10−7.

X Pf,e Pf,s Estabilidad δ
[0,5 : 1 : 1,5] ϑe ϑs 73 1,230× 10−7

[0,25 : 0,5 : 0,5] ϑe ϑs 104 1,230× 10−7

[0,25 : 0,75 : 0,25] ϑe ϑs 59 1,230× 10−7

[0,16 : 1,28 : 2,56] ϑe ϑs 74 1,230× 10−7

[0,49 : 1,82 : 1,69] ϑe ϑs 76 1,230× 10−7

[1,96 : 1,68 : 0,36] ϑe ϑs 159 1,230× 10−7

[1 : 2 : 1] ϑe ϑs 79 1,230× 10−7

[0,35 : 0,476 : 0,174] ϑe ϑs 89 1,230× 10−7

[0,078 : 0,3221 : 0,5999] ϑe ϑs 93 1,230× 10−7

[0,6731 : 0,001 : 0,3259] ϑe ϑs 48 1,230× 10−7

Tabla 3
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Caso 1: X es fecundada completamente por Y .
En este caso, ϕ sólo tiene un punto fundamental, e1 = [1 : −2 : 1], que

no representa ninguna población biológica. Asimismo existen dos puntos fijos,
ξ = [p′2 : 2p′q′ : q′2] y ζ = [−p′(q′+p′) : p′2−q′2 : q′(p′+q′)]. Como la población
Y = [y0 : y1 : y2] se supuso estable, Y = ξ. Esto significa que la población Y
domina a X.

Cualquier punto X 6= e1 de la recta H converge a ζ bajo la función ϕ en
un sólo paso. Desde luego esto no tiene relevancia biológica, puesto que las
coordenadas de los puntos de H suman cero.

Todo punto X 6= e1 de la recta V(f) converge a ξ en un sólo paso bajo la
función ϕ.

Cualquier punto X del plano V(x0 + x1 + x2 − 1), converge al punto ξ =
(p′2, 2p′q′, q′2) bajo la función ϕ(interpretada como función del plano A2

R) con
una rapidez igual a 1/4 de la distancia entre la actual generación y el punto ξ.

El punto ζ es un punto atractor del conjunto

H r e1

bajo la función ϕ. El punto ξ es un punto atractor del conjunto

V(x0 + x1 + x2 − 1)

bajo la función ϕ.
Las simulaciones realizadas en Excel, demostraron que el punto ξ es un atrac-

tor de P2
R rH. Un cálculo directo con “Macaulay2”, demuestra que también se

debe suponer Y ∈ P2
R rB.

Caso 2: Se incluyen los parámetros r, s, g y v.
La aplicación ψ tiene un único punto fundamental, el punto B = [1 : −2 : 1].

El único punto fijo de ψ es ϑ = [ϑ0 : ϑ1 : ϑ2], donde

1. ϑ0 = (sgry0 + sgry1 + sgry2− sgy0− sgy1− sgy2− 2sry0− sry1 + 2sy0 +
sy1 − 2rvy2

0 − 3rvy0y1 − 2rvy0y2 − rvy2
1 − rvy1y2 + 2ry0 + ry1 − 2y0 −

y1)((sgr − sg)(y2
0 + 3

2y0y1 + y0y2 + 1
2y2

1 + 1
2y1y2) + (1 − r)(s − 1)(2y2

0 +
2y0y1 + 1

2y2
1)− rv(2y3

0 + 4y2
0y1 + 2y2

0y2 + 5
2y0y

2
1 + 2y0y1y2 + 1

2y3
1 + 1

2y2
1y2))

2. ϑ1 = (−2sry1−4sry2+2sy1+4sy2−2rvy0y1−4rvy0y2−2rvy2
1−6rvy1y2−

4rvy2
2 + 2ry1 + 4ry2 − 2y1 − 4y2)((sgr − sg)(y2

0 + 3
2y0y1 + y0y2 + 1

2y2
1 +

1
2y1y2) + (1 − r)(s − 1)(2y2

0 + 2y0y1 + 1
2y2

1) − rv(2y3
0 + 4y2

0y1 + 2y2
0y2 +

5
2y0y

2
1 + 2y0y1y2 + 1

2y3
1 + 1

2y2
1y2))
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3. ϑ2 = ( 1
2sgry0y1+sgry0y2+ 1

2sgry2
1+ 3

2sgry1y2+sgry2
2− 1

2sgy0y1−sgy0y2−
1
2sgy2

1− 3
2sgy1y2−sgy2

2− 1
2sry2

1−2sry1y2−2sry2
2 + 1

2sy2
1 +2sy1y2 +2sy2

2−
1
2rvy0y

2
1 − 2rvy0y1y2 − 2rvy0y

2
2 − 1

2rvy3
1 − 5

2rvy2
1y2 − 4rvy1y

2
2 − 2rvy3

2 +
1
2ry2

1 +2ry1y2 +2ry2
2 − 1

2y2
1 − 2y1y2− 2y2

2)(sgry0 + sgry1 + sgry2− sgy0−
sgy1 − sgy2 − 2sry0 − sry1 + 2sy0 + sy1 − 2rvy2

0 − 3rvy0y1 − 2rvy0y2 −
rvy2

1 − rvy1y2 + 2ry0 + ry1 − 2y0 − y1)

El punto B es un atractor del conjunto HrB; además todo punto de HrB
se mueve sobre la recta H bajo la aplicación racional ψ.

Las simulaciones realizadas en Excel, demostraron que el punto ϑ es un
atractor de P2

R rH.



DISCUSIÓN

Caso 1: X es fecundada completamente por Y .
Este caso tiene como antecedente a las poblaciones autoincompatibles.

Dicho fenómeno fue modelado de dos formas distintas: a través de una transfor-
mación lineal ϕ′ y posteriormente mediante una aplicación racional ϕ. Ambas
funciones produjeron el mismo punto fijo ξ con relevancia biológica.

La razón por la que se abordó dicho problema mediante una aplicación
racional

ϕ : P2
R → P2

R

es que dicho modelo sirvió de soporte, junto con otro modelo que explica cómo
obtener la siguiente generación de una población que se puede reproducir tanto
por fecundación cruzada como por autofecundación (ver [14]), para abordar el
caso más general, que también involucra los parámetros r, s, g y v previamente
definidos.

Al calcular los puntos fundamentales de ϕ, descartamos la posibilidad de
que y1 + 2y2 = 0 y de que y0 − y2 = 0 al mismo tiempo, ya que al cumplirse
ambas condiciones, dicha aplicación racional no está definida en ningún punto
de P2

R.
Al calcular la rapidez con que converge la población X a la población Y

tuvimos que restringirnos a los planos

V(x0 + x1 + x2 − 1) ∼= A2
R,

V(y0 + y1 + y2 − 1) ∼= A2
R,

ya que el plano proyectivo no es un espacio métrico.
Sobre la dinámica transitoria asociada a la aplicación racional ϕ, se dedujo a

qué punto converge un punto genérico del plano V(x0 +x1 +x2− 1), aunque no
sobre qué curva se mueve. De hecho, para el caso de un punto del conjunto P2

Rr
H, se tuvo que recurrir a las simulaciones, teniendo como resultado que el mismo
punto fijo ξ es atractor de dicho conjunto; en este caso, también faltó deducir
sobre qué curva se mueve dicho punto.

Lo que śı se dedujo es que un punto X ∈ H r e1 se mueve sobre la recta H
antes de converger al punto fijo ζ. Asimismo, un punto X ∈ V(f)r e1 se mueve
sobre la recta V(f) antes de converger al punto ξ.

El teorema de “Hardy-Weinberg” no es aplicable en este caso, debido a
que la reproducción de la población X depende de la migración de gametos
masculinos provenientes de la población Y . No obstante, śı podemos deducir que



Discusión xxx

las frecuencias genot́ıpicas como las frecuencias alélicas de la población X nunca
alcanzan un equilibrio, aunque cada vez se aproximan más a las de la población
Y . En consecuencia, las frecuencias genot́ıpicas en equilibrio Hardy-Weinberg
de la población X, bajo condiciones ideales, se alejan más de las predichas por
el modelo ϕ, en tanto la distancia genética de Nei, ver [4], entre la población
X y la población Y sea más grande.

Caso 2: Se incluyen los parámetros r, s, g y v.
También bajo estas condiciones, exclúımos valores cŕıticos para los pará-

metros r, s, v, g, y0, y1 y y2. En particular supusimos r 6= 1, puesto que esta
situación se reduce al caso anterior.

Proposición 7: Si cualquiera de los parámetros r o s tienen el valor de 1,
entonces el conjunto de puntos fundamentales de la aplicación racional ψ es la
recta H.

Demostración 9: Como observamos en la demostración de la PROPOSICIÓN
3, un conjunto de generadores para (

√
J : G∞) es

1. (x0 + x1 + x2)2

2. (s− 1)2(r − 1)2

3. srx2
1 +4srx1x2 +4srx2

2− sx2
1−4sx1x2−4sx2

2− grx0x1− grx2
1− grx1x2 +

gx0x1 + gx2
1 + gx1x2 − 2rvy0x0x2 − 2rvy0x1x2 − 2rvy0x

2
2 + rvy1x0x1 +

rvy1x
2
1 + rvy1x1x2 + 2rvy2x0x1 + 2rvy2x0x2 + 2rvy2x

2
1 + 4rvy2x1x2 +

2rvy2x
2
2 − rx2

1 − 4rx1x2 − 4rx2
2 + x2

1 + 4x1x2 + 4x2
2

4. (s− 1)(r − 1)(x0 + x1 + x2)

Si s = 1, el tercer generador se reduce al siguiente polinomio:

−(rgx1 + 2rvy0x2 − rvy1x1 − 2rvy2x1 − 2rvy2x2 − gx1)(x0 + x1 + x2).

Asimismo, si r = 1, el tercer generador se reduce al siguiente polinomio:

−v(2y0x2 − y1x1 − 2y2x1 − 2y2x2)(x0 + x1 + x2).

¥

El caso r = 1, aparentemente difiere del resultado deducido por el primer
modelo ϕ, que excluye los parámetros r, s, v y g, donde el conjunto de puntos
fundamentales de la función ϕ está compuesto sólo por el punto [1 : −2 : 1]. Sin
embargo, en el segundo modelo

(z0, z1, z2) = rvh(y0, y1, y2)Ux + (1− r)(x0, x1, x2)[sghS + (1− s)Ux],

al sustituir r = 1, obtenemos la siguiente aplicación racional cuadrática

ϕ∗

X → vh(y0, y1, y2)Ux
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que difiere de
ϕ

X → (y0, y1, y2)Ux

por los factores v y h = x0 + x1 + x2. Esto es, la PROPOSICIÓN 7, está abor-
dando impĺıcitamente a la función ϕ∗ y no a la aplicación racional ϕ.

Proposición 8: Si
y1 + 2y2 = 0,

y0 − y2 = 0,

entonces el conjunto de puntos fijos V(K) de la aplicación racional ψ es una
cónica C ′ que no contiene al punto

ϑ = [ϑ0 : ϑ1 : ϑ2].

Demostración 10: Bajo lasa hipótesis impuestas, el conjunto V(K), consti-
túıdo por las soluciones comunes al sistema de ecuaciones

η1 = 0
η2 = 0
η3 = 0

se reduce al conjunto de todas las ráıces del polinomio

(r − 1)(sgx0x1 + sgx2
1 + sgx1x2 + 4sx0x2 − sx2

1 − 4x0x2 + x2
1).

Dichos cálculos se verifican con “Macaulay2”. Del mismo modo se verifica que
el punto ϑ = [ϑ0 : ϑ1 : ϑ2] no es ráız de dicho polinomio. ¥

En este caso sólo se pudo entender la dinámica transitoria asociada a un
punto de H r B, no obstante este caso es irrelevante biológicamente. La razón
por la que no se pudo entender la dinámica transitoria de un punto genérico fue
la incapacidad del computador con que se trabajó. Por eso se tuvo que recurrir
a las simulaciones.

El teorema de “Hardy-Weinberg” tampoco es aplicable en este caso, debido
a que existe migración, y a que la aptitud reproductiva de los descendientes de-
pende de cómo fueron concebidos: fecundación cruzada, autofecundación, fecun-
dación externa. Desde luego, las frecuencias genot́ıpicas de la población inicial
nunca alcanzan un equilibrio, aunque teóricamente convergen a las siguientes
(que deben estandarizar a 1):

1. ϑ0 = (sgry0 + sgry1 + sgry2− sgy0− sgy1− sgy2− 2sry0− sry1 + 2sy0 +
sy1 − 2rvy2

0 − 3rvy0y1 − 2rvy0y2 − rvy2
1 − rvy1y2 + 2ry0 + ry1 − 2y0 −

y1)((sgr − sg)(y2
0 + 3

2y0y1 + y0y2 + 1
2y2

1 + 1
2y1y2) + (1 − r)(s − 1)(2y2

0 +
2y0y1 + 1

2y2
1)− rv(2y3

0 + 4y2
0y1 + 2y2

0y2 + 5
2y0y

2
1 + 2y0y1y2 + 1

2y3
1 + 1

2y2
1y2))
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2. ϑ1 = (−2sry1−4sry2+2sy1+4sy2−2rvy0y1−4rvy0y2−2rvy2
1−6rvy1y2−

4rvy2
2 + 2ry1 + 4ry2 − 2y1 − 4y2)((sgr − sg)(y2

0 + 3
2y0y1 + y0y2 + 1

2y2
1 +

1
2y1y2) + (1 − r)(s − 1)(2y2

0 + 2y0y1 + 1
2y2

1) − rv(2y3
0 + 4y2

0y1 + 2y2
0y2 +

5
2y0y

2
1 + 2y0y1y2 + 1

2y3
1 + 1

2y2
1y2))

3. ϑ2 = ( 1
2sgry0y1+sgry0y2+ 1

2sgry2
1+ 3

2sgry1y2+sgry2
2− 1

2sgy0y1−sgy0y2−
1
2sgy2

1− 3
2sgy1y2−sgy2

2− 1
2sry2

1−2sry1y2−2sry2
2 + 1

2sy2
1 +2sy1y2 +2sy2

2−
1
2rvy0y

2
1 − 2rvy0y1y2 − 2rvy0y

2
2 − 1

2rvy3
1 − 5

2rvy2
1y2 − 4rvy1y

2
2 − 2rvy3

2 +
1
2ry2

1 +2ry1y2 +2ry2
2 − 1

2y2
1 − 2y1y2− 2y2

2)(sgry0 + sgry1 + sgry2− sgy0−
sgy1 − sgy2 − 2sry0 − sry1 + 2sy0 + sy1 − 2rvy2

0 − 3rvy0y1 − 2rvy0y2 −
rvy2

1 − rvy1y2 + 2ry0 + ry1 − 2y0 − y1)

Con base en esto, las frecuencias genot́ıpicas en equilibrio Hardy-Weinberg de
la población X, bajo condiciones ideales, se pueden comparar de las frecuencias
genot́ıpicas predichas por el modelo ψ, tomando la distancia euclidiana en A3

R.
Un recurso matemático utilizado varias veces dentro del presente estudio fue

la saturación de ideales, ver saturation en [3]. Sean I, J ∈ R[x0, x1, x2] dos
ideales. Se define la saturación de I respecto a J como el ideal

(I : J∞) :=
∞⋃

d=1

(I : Jd).

Si tenemos la descomposición primaria I =
⋂n

t=1 At entonces se tiene la nueva
descomposición primaria

(I : J∞) =
⋂

J*
√

At

At .

La interpretación geométrica de lo anterior es la siguiente:

V(I : J∞) = V(I)r V(J).



GLOSARIO DE SÍMBOLOS

1. N : conjunto de números naturales; convenimos que el número cero es un
número natural

2. R : conjunto de números reales

3. R+ : conjunto de números reales no negativos

4. An
R : espacio af́ın de dimensión n sobre el campo R

5. Pn
R : espacio proyectivo de dimensión n sobre el campo R

6. R[x0, x1, x2] : anillo de polinomios en tres variables con coeficientes en el
campo R

7. V(I) : conjunto algebraico asociado al ideal I

8.
√

J : radical del ideal J

9. < g1, · · · , gn > : ideal generado por los elementos g1, · · · , gn

10. (I : J) : transportador

11. (I : J∞) : saturación del ideal I respecto del ideal J

12. ∈ : pertenencia

13. ⇒ : implicación
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